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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER ANALYSIS

Kapitel 1

Grundlagen der Analysis

1.1 Axiome und Eigenschaften der reellen
Zahlen

Axiomatische Einfithrung der reellen Zahlen IR
Die Menge IR geniigt den folgenden Axiomen:

(R1) (IR,+, ") ist ein Korper.

(R2) Es gibt eine Relation < auf IR x IR mit folgenden Eigenschaften:
(1) Ist z <y und y < z = 2 < z (Transitivitét)
(2
(3
(
(

)Gtz <yundy<z=—=z=y

)

4) Ist z <y und 2z € IR beliebig =+ 2 <y+ =z
)

Sind x,y € IR, so gilt x <y oder y <z

5) Ist0< 2, 0<y=0<2zy

—> Anordnungsaxiome

(R3) TR ist ein archimedisch angeordneter Korper , d.h. es gilt:
Sind x,y € IR,0 < z,0 < y = es existiert n € IN mit y < nx
(Archimedisches Axiom)

Definition:
Seien a,b € IR, a < b. Dann heif3t

(a,b) :={r € R|a <z <b} offenes Intervall
la,b] :={x € R|a <z <b} abgeschlossenes Intervall

(R4) Sei ([an,bn]), N eine Folge abgeschlossener Intervalle mit a, < a,1; und

bpi1 < b,. Dann gilt:

ﬂ [an,b,) # 0  (Intervallschachtelungsaxiom)
nelN
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER ANALYSIS

Satz 1:

(a) Fir x € R gilt x =0 oder 2 > 0 oder z < 0
(b) Ist x > 0,y > 0, so folgt z +y >0

(c) Ist x > 0,y > 0, so folgt zy > 0

Beweis:
(a) Sei x # 0. Aus (R2.3) mit y = 0 folgt x < 0 oder z > 0
(b) Benutze (R2.4). 0=0+0<z2z+4+0<z+y. Daz+y#0=a+y>0

(c) (R25) = 2y>0=2y>0daz#0+#y O

(a) Ist = < 0, so folgt —x >0
(b) Ist x <y und ' <y sofolgt z +2' <y+y
(

)
)
)Istz <yund a > 0= ax < ay. Ist a < 0, so ax > ay
d) Ist 2 # 0, so gilt 2% > 0

)

(e) Ist 0 <z <y, so folgt 0 <y~ 1 < z7!

Beweis:
(a) Seiz <0=0<0—2=—x
(b) Wie im Beweis von Satz 1(b) x + 2/ <y + a2’ <y+7y (R24)

(c) Seix<y:>y—:c>()2ga(y—w)>O(Satz 1(c))
== ay —axr > 0 = axr < ay.
sta<0= —a>0= (—a)(ly—2) >0 = —ay+ax > 0= az > ay

(d) Folgt aus Satz 1(c) mit y = x

(e) Da x # 0 existiert 7! # 0 = (z7')? > 0 nach (d).
Aus x > 0 folgt z(z7')* > 0 nach 1(c) = 2~ > 0.
Dax > 0und y > 0 folgt 2y > 0 = (zy) ' > 0= 2"ly1 > 0.
Aus z < y folgt mit (c) z(z7'y™!) <y(z7ly™) =y ! <2l O

Definition:
Sei x € IR. Setze

x, falls x > 0
2l =4

Absolutbetrag
x, falls x <0

2 Mathematik fir Informatiker 11



1.1. AXIOME UND EIGENSCHAFTEN DER REELLEN ZAHLEN

Satz 3:

(a) Es gilt stets || > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.

(b) | — 2| = |z|
(c) |yl = [allyl, |2 = & falls y # 0.
Bewelis:

(a) Folgt aus Definition.

(b) Ist x > 0,80 || =2, | —z| = —(—x) =2 = | — x| = |7
Ist . <0, s0 |z| = —z. Da —z >0 folgt | — x| = —v = | — 2| = |z]
(c) 4 Falle:

r>0,y>0= zy >0 (R2.5) = |z| =z, |y| = y = |z||y| = zy = |zy|

r >0,y <0

xr>0,y<0 }Analog

x>0,y <0

_=z _ |z lz| _ |z
Ausx—yyfolgt |:E|—|y||y|:>‘y|—|y| =

Satz 4:
Seien x,y € R. Dann gilt |z + y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung)
und |z +y| = [z| = [yl.

Beweis:
Es gilt z < |z| und y < |y| = = + y < |z| + |y| nach Satz 2(b).
2 < Ja] und —y < |y| =~ —y < |z] + |y
Esist [t+y|=z+yfallsz+y>0und |z +y| = —(x +y) = —z —y falls
x4y < 0. In jedem Fall ist |z + y| < |z| + |y|.

Setze nun u := x + y, v := —y. Aus Dreiecksungleichung folgt dann:
lutv| < ful + o] = lz| <z 4yl +| =yl = |z +yl+ yl = |z| =y < [z + 9]
O

Folgerungen aus dem archimedischen Axiom (R3):

Setze y = 1. Dann folgt: Fiir jedes z € IR gibt es eine natiirliche Zahl n mit n > x.
Also gibt es zu jedem = € IR eine ganze Zahl n mit n < x < n + 1. Dieses n ist
eindeutig bestimmt und wir schreiben

[z] :==n (grofte ganze Zahl aus =, GauBklammer)
Beispiele: [\/ﬁ} =1, [—\/ﬂ = -2

Satz:
Fiir jedes ¢ € IR, € > 0 gibt es n € IN mit £ <e.

Beweis:
Wihle n € IN mit n > 1. Aus Satz 2(e) folgt 0 < £ <e.

by 3ph 3



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER ANALYSIS

Satz 5:
Sei x € R, x > —1. Dann gilt fiir alle n € INg:

(1+2x)" > 14+nz (Bernoullische Ungleichung)

Beweis:

[A: Behauptung gilt fiir n = 0.

IV: Die Behauptung gelte fiir ein n.
IS: Dann

A+2)"=1+2)"(1+2) > (1+nz)(l+2)
1+nr)(l+2)=1l+x+nr+n2>>1+z+nz=1+n+1)x

{

>0
O

Satz 6:
In jedem offenen Intervall von IR gibt es unendlich viele rationale Zahlen.
Beweis:
Sei (a,b) das gegebene Intervall, also a,b € IR, a < b.
Wir zeigen: In (a,b) gibt es ¢ € Q. Dann gibt es auch in (a, c) ein d € Q usw.
Daraus folgt Behauptung.
Sei b > 0 (andernfalls betrachte (—b, —a), hier —a > 0).
Setze x = b — a = = > 0. Nach Bemerkung oben gibt es n € IN mit % < .
Nach (R3) gibt es k € IN mit k+ > b. Sei k die kleinste natiirliche Zahl mit
ki>b= (k—1)% <b. AuBerdem gilt (k — 1)1 > a. Andernfalls
k—1Di<a=a2=b-a<fi-a<i—-2l=1_— Widerspruch
:>a<%<b,setzec::%GQundce(a,b). O

Erinnerung:
Eine Menge M heifit abzéhlbar unendlich, wenn es eine Bijektion IN — M gibt.
Andernfalls heit M iiberabzéhlbar (falls M unendlich ist).

Satz T:
Das abgeschlossene Intervall [0, 1] ist iiberabzéhlbar in IR.

Beweis:

Angenommen, Ay := [0, 1] ist abzéhlbar; sei x : IN — A, eine Bijektion.

Die Elemente von Ag sind also x1, 2o, . ..

Teile Ay in die Teilintervalle [0, %] , [%, %] , [%, 1}. 21 kann nicht in allen
Teilintervallen von Ag liegen.

Sei A; ein Teilintervall mit z; ¢ A;.

Teile Ay in drei gleiche Teilintervalle, x5 liegt nicht in allen drei Teilintervallen;
wéhle Ay mit xo ¢ Ag; teile As in drei gleiche Teilintervalle und wihle Az mit
x3 ¢ Ag; fortsetzen mit vollstéandiger Induktion. Man erhélt eine Folge
abgeschlossener Intervalle

0,1]=4 DA DA DA;D...,z, ¢ A, Vn>1

4 Mathematik fir Informatiker 11



1.1. AXIOME UND EIGENSCHAFTEN DER REELLEN ZAHLEN

Wende Axiom (R4) an:

ﬂAn#®:> es existiert n € IR mit n € ﬂAn

n=1 n=1
Es gilt n € [0,1]. Also gibt es n € IN mit n = z,,. Da z,, ¢ A,,, aber n € A,, folgt
Widerspruch. Also ist [0, 1] iberabzahlbar. O

Folgerung: IR ist iiberabzéhlbar. )
Allgemeiner: Jedes Intervall in IR ist iiberabzéhlbar (UA).

by 3ph )



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER ANALYSIS

1.2 Folgen und Grenzwerte

Definition: Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung a : IN — IR.

Bezeichnung: (a,), N, kiirzer (a,)

Kleine Verallgemeinerung: Folge nur fiir n > ng definiert, ng € IN,.

Beispiele:

a,=ce€RVn>1, a=(qc,...) (konstante Folge)
(an) mit a, =+ Vn >1

(an) mit a1 =1, ap41 = 3(a, + &) firn>1 (rekursiv definierte Folge)
(Fp) mit Fp=0,F =1,F, 1 =F,+F, 1Vn>1 (Fibonaccizahlen)
Definition:

Sei (ay,) eine Folge reeller Zahlen. (a,) heifit konvergent gegen a € IR, wenn es zu
jedem € > 0 ein N € IN gibt mit |a, — a] <eVn > N.

Schreibweise: lim a, = a, oder lim a, = a oder a, — a.

Aktuelle Formulierung:

(a,,) konvergiert gegen a, wenn in jeder e-Umgebung von a fast alle Folgeglieder
liegen. ’Fast alle’” heiflt ’alle bis auf endlich viele’.

Definition:
Eine Folge heifit divergent, wenn sie gegen keine reelle Zahl konvergiert.

Beispiele:

1. Sei a,, = }1
Behauptung: (a,) ist konvergent mit Grenzwert 0.

Bewezs:
Sei ¢ > 0. Wahle N mit N > % Dann gilt fir n > N

la, —0] = |— =0

n

1
—<e€
N

SI'—

-

2. Seian:nLJrl Vn > 1.

Behauptung: (a,) konvergiert gegen 1.

Beweis:

Sei € > (0. Dann gilt

|an—1|:|nflH 1| =|=4] = =5 <efallsn > N, wobei N € N mit N > 1
3. Sei a, = n> 1.

2'”7 .
Behauptung a, — 0; fiir n > 4 gilt n* < 2" (UA)
:>”§1furn>4:> §1n>4 Sei € > 0 gegeben.
Dann

2

1
la,—0] = 5~ < = <e¢, falls n > N, wobei N € IN mit N > —
€

1\3|3
:IH
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1.2. FOLGEN UND GRENZWERTE

Definition:

Eine Folge (a,) heifit nach oben (unten) beschrinkt, wenn es M € IR gibt mit
a, < M (a, > M) fiir alle n € IN. (a,,) heiit beschrankt, falls (a,) sowohl nach
oben als auch nach unten beschrankt ist.

Satz 8:
Jede konvergente Folge ist beschréankt.

Beweis:

Sei (a,,) konvergent, lima, = a. Sei € = 1. Dann existiert N € IN mit |a, — a|] <1
n—oo

fir alle n > N

= lan| = lan—a+a| < lan—al+la| <1+[a| Y0 > N
Setze C' = max{|ai], |az], ..., |any—_1|}. Dann gilt

la,| < max{C,1+]a|} = —max{C,1+]|a|} < a,, < max{C,1+]|a|}
Achtung: )
Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht! Beispiel: a,, = (—1)" (UA)

Satz 9:
Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Beweis:

Sei lima, = a und lima, = b. Angenommen a # b.
n—oo n—oo

Definiere £ = =% — ¢ > 0.

2
Da a,, — a gibt es N; € IN mit |a, — a| < e VYn > Nj.

Da a,, — b gibt es Ny € IN mit |a,, — b] < & V¥n > Ns.
Setze N = max{Ny, No} = |a, —a| <eund |a, —b| <eVn >N
= |la—>bl=la—a,+a,—b <|la—ay|+]a,—b < e+e=2c=|a—b/Vn>N

Widerspruch, da |a — b| < |a — b| unméglich! Also Annahme a # b falsch = a =b
O

Satz 10:
Seien (a,), (b,) konvergente Folgen, lim a,, = a, limb,, = b.

n—oo

(a) Dann ist (a, + b,) konvergent mit Grenzwert a + b.
(b) (anby,) ist konvergent mit Grenzwert ab.

(c) Sei b # 0. Dann gibt es ng € IN mit b, # 0 fiir alle n > ny.

Auflerdem ist die Folge (‘;—”> konvergent mit dem Grenzwert .
"/ n>ng
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER ANALYSIS

Beweis:

(a) Sei e > 0. Da (a,), (b,) konvergent, gibt es Ny, Ny € IN mit
lan —a| < §Vn > Ny, |by — bl < §5Vn>N,.
Fir n > N = maz{Ny, No} gilt dann

|ap+b,—(a+b)| = |a,—a+b,—b| < |a,—a|+]b,—b| < 2+§ =

Also a,, +b, — a+b.

(b) Zu zeigen: a,b, — ab.
Nach Satz 8 ist (a,) beschriankt = es existiert M’ > 0 mit
la,| < M'Vn > 1.
Ebenso existiert M” mit |b,| < M"Vn > 1= |a,| < M,|b,| < M Vn >1
mit M = max{M', M"}.
Sei € > 0 gegeben. Da (a,), (b,) konvergent, gibt es Ny, No € IN mit

la,—al < ﬁ fiir n > Ny, |b,—b| < ﬁ fir n > N,
Fiir n > max{Ny, N2} folgt dann:

|anb, — abl = |a, (b, — b) + (a, — a)b|
< fan(bn = b)| + |(an — a)b]

cM- -+ ==
2M+2M c

(c) Sei b # 0. Miissen zuerst zeigen: Es gibt ng € IN mit b, # 0 fiir alle n > ny.
Da b # 0 existiert ng € IN mit |b, — b| < £]b] Vn > n.
> (b = [bu—b+b| > [b|—|bu—b] > [b| — 1[b] = 1[b] #£ 0 = b, # 0 Yn > n,.
Sei € > 0 gegeben: Dann existiert Ny € IN mit |b, — b| < 2e[b|?.
Fiir n > max{ng, N1} gilt:

1 1 b—b
— = bu— b2 < —elb
b b' ‘ b |~ Jbn b|| T 2€| = |b|€| =
Also gilt 7= — 3.
Aus Teil (b) folgt: sz Z” = lzrgoanb = iingoan izlgoz =a-;=1¢ O

Folgerungen:

Sei (a,) konvergent, lima, = a. Ist A € IR, so ist auch (\a,) konvergent und
Ay — Aa (Teil (b) mit by = A Vn).

Ist (b,) Konstante, so ist (a, — b,) konvergent, lzm( —b,) = lima, — limb,
(Teil 1 und 1. Folgerung). o o
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1.2. FOLGEN UND GRENZWERTE

Beispiele:
(a) Seia, = ;?;E? n > 1. Dann
5 , 1
2 _|_ —_
1+ pousl

Es gilt lz’m% =0, lim # = 0. Mehrfache Anwendung von Satz 10 liefert:

n—oo n—o0

5 S|
lim 2 + lim —

0
a,) ist konvergent: lim a, = == o = — =0
() B T lim 4 im 2 1
n—oo n—oo

(b) Sei (z,) gegeben durch z,, = % Vn > 1. Dann gilt

. e B R
limwx, = lim ——X—7~ = ——

Satz 11:
Seien (a,), (b,) konvergente Folgen reeller Zahlen, lim a, = a, limb, = b.

Gilt a,, < b, fir n > 1, so ist a < b.

Beweis:

Angenommen, b < a = ¢ := %2 > (. Existiert N € IN mit |a, — a| < & und
|b, — b| < € fiir alle n > N.

= a,>a—¢e,b,<b+ecVb>N

= b, <b+t=04b=atb_gpetb_g_qgp=ttb_g_ob_y_c<q,

—> Widerspruch = b > a. O
Folgerung:

Ist (a,) konvergent und gilt A <a, < B Vn > 1, so gilt auch A < lima, < B.
Definition:

Eine Folge (a,,) reeller Zahlen heifit divergent gegen oo (—o0), falls es zu jedem
M >0 (M <0) ein ng € IN gibt mit a,, > M (a, < M) fir alle n > ny.

Schreibweise:

lim a,, = oo oder a,, — 00

n—oo
bzw. lim a, = —oco oder a,, — —0o0
n—oo
Beispiele:
a, =n?—10n — oo

b, = 10" — n! — —oo (UA)

by 3ph 9



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER ANALYSIS

Definition:
Eine Folge (a,,) reeller Zahlen heifit Cauchy-Folge (Fundamentalfolge), wenn es zu
jedem € > 0 ein N € IN gibt mit

la, —an,| < e fir alle n,m > N

Anschaulich: Folgenglieder riicken immer néher zusammen!

Satz 12:
Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist eine Cauchy-Folge.

Beweis:

Sei € > 0 gegeben. Sei (a,) konvergent mit a,, — a.
Gibt N € IN mit |a, —a| < § Vn > N.

Fiir alle n,m > N gilt dann

£ €
lan—am| = |an—a+a—ap| < |a,—a|+|a,—al < §—|—§ =ec.

Also ist (a,) eine Cauchy-Folge. O

Frage: Gilt die Umkehrung auch?

In @ gibt es Cauchy-Folgen, die nicht konvergent sind!

Beispiel: Betrachte Dezimalbruchentwicklung von /2 = 1,4142...
Schreibe: V2 = dy, dydads... 0<d; <9: i > 0.

Also d() = 1,d1 = 4, d2 = ]_,dg = 4 usw.

Setze Ay = do,dldgdg,...dn_l, n>0=—ay= 1,&1 = %,0,2 =
Klar: a, € Q Vn > 0. Folge (a,,) rationaler Zahlen.
AuBerdem fiir n,m > N |a,, — a,,| < 107V +1

Fiir gegebenes € > 0 wihle N so, dass 107V <& = |a, — a,,| <& Vn,m > N.
Mit anderen Worten: (a,) ist Cauchy-Folge rationaler Zahlen.

Es gilt: nlinoloan =2 ¢ Q.

141 1414
100’ 43 = 1000 USW-

Satz 13:
In IR ist jede Cauchy-Folge konvergent.

Beweis:

Sei (@), N eine Cauchy-Folge reeller Zahlen. Definiere eine Folge (ny,)x>0 ganzer
Zahlen folgendermaflen durch Induktion:

Sei ng = 1. Ist £ > 0 und n; gegeben, so sei ni. 1 die kleinste ganze Zahl > n; mit
la, — a,] < 2,6% fiir alle p, ¢ > ngyq.

Dies geht immer, da (a,) Cauchy-Folge.

Sei Iy = [an, — 27", an, +27"]. Dann gilt nach Definition von ny:

= [y C I fiir alle k£ > 1.

Fiir alle m > ny, gilt auBlerdem:

1
| — | < = =y € I
Ok-+1

10 Mathematik fir Informatiker 11



1.2. FOLGEN UND GRENZWERTE

Intervallschachtelungsaxiom (R4): (oo, I # 0; sei a € (", I, d.h.

la — ap| < 2-27%F = 27%+1 (Linge des Intervalls I,).

Sei € > 0 gegeben. Wihle k so groB, dal 275! < ¢ und setze N = ny.

Dann gilt fir alle m > N |a —a,,| < ¢ O

Ein Korper, in dem jede Cauchy-Folge konvergiert, heifit vollstandig.
Also: IR vollstandig, Q nicht vollstandig!

Definition:
Sei (ay,,) eine Folge reeller Zahlen und (ny) eine Folge natiirlicher Zahlen mit
ng < ng4q fiir alle & > 1. Die Folge (ay, )r>1 heifit Teilfolge der Folge (ay,).

Satz 14 (Satz von Bolzano-Weierstraf):
Jede beschriankte Folge reeller Zahlen hat eine konvergente Teilfolge.

Bewelis:

(a) Sei die Folge (a,) beschréinkt = gibt A, B mit A < a,, < B fiir alle n > 1.
Konstruiere Folge von Teilintervallen [Ay, By| von [A, B] mit folgenden
Eigenschaften:

(1) In [Ag, By] liegen unendlich viele der a,,.
(2) [Ax, Bi| C [Ag—1, Bi—1]

Setze dazu [Ag, By] = [A, B] (k= 0)

Dann hat [Ag, By die Eigenschaften (1), (2), (3).

Sei k > 0 und angenommen, [Ay, By| erfillt (1), (2),(3). Setze dann

M = L(Aj, + By). Nach (1) enthélt [Ay, By] unendlich viele der a,,

= [Ay, M| oder [M, By] enthilt unendlich viele der a,,.

Also [Agi1, Bry1] := [Ag, M| im ersten Fall und [Agy1, Bry1] := [M, Bg] im
zweiten Fall.

(b) Definiere Teilfolge von (ay): an, = ag € [Ao, Bo]. Sei k > 0. In [Agi1, Bri1]
liegen unendlich viele a,,, wéhle also a,, , € [Agt1, Brgi] beliebig mit
Ng+1 > Ny

(¢) (an, )x>o ist Cauchy-Folge: Sei € > 0 gegeben. Wihle N mit 27V(B — A) < e.
Dann gilt fiir K;; > N:
ap,, € [Ak’?Bk] C [ANaBN]aanj € [Aijj] C [ANaBN]
=>|an, — an,| < By — Ay =2"Y(B—A)<eVK; >N
= (ay, ) ist Cauchy-Folge = (a,,) ist konvergent

Definition:
Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen, a € IR. Dann heifit « Haufungspunkt von (a,,),
wenn es eine Teilfolge von (a,,) gibt, die gegen a konvergiert.

by 3ph 11



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER ANALYSIS

Beispiele:

(1) a, = (—1)",n > 1. Hat Haufungspunkte 1 und -1. Es gilt as, =1 — 1,
g1 = —1 — —1

(2) ap =%+ (=1)",n > 1. Haufungspunkte 1 und -1, denn
a2n:%+1_)1aa'2n+1:T1+1_1—>_1-
Definition:
Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. Dann heifit (a,,)

(1) Monoton wachsend (streng monoton wachsend), falls
an < ngr (@n < Gpy1) V> 1

(2) Monoton fallend (streng monoton fallend), falls a,, > ay+1 (@ > apy1) Vo > 1

(3) Monoton, falls (a,,) monoton fallend oder monoton wachsend ist.

Satz 15:
Jede beschrinkte und monotone Folge ist konvergent.

Beweis:
Sei (ay) beschrinkt und monoton = (a,,) hat konvergente Teilfolge (a,, )r>1 nach
Bolzano-Weierstrafl. Sei a := lim a,,

k—o00

Behauptung:
lima, = a. Sei ¢ > 0 gegeben. Da (a,, ) konvergent ist, gibt es ky € IN mit

n—oo

lan, | < e Vk > ky. Setze N = ny,. Fiir jedes n > N gibt es k > ko mit

ng <n < g

Ist (@,) monoton fallend, so folgt a,, > a, > a,,,

Ist (a,) monoton wachsend, so folgt a,, < a, < ay,,.,

Im ersten Fall |a,, — a| < |a,, — a

Im zweiten Fall |a, — a| < |a,, — al

Also gilt fur alle n > N: |a,, — a| < |a,, — a| < e, da a,, konvergent ist. a

Definition:

Sei (an)n>o eine Folge reeller Zahlen. Definiere eine neue Folge (s,,),>0 durch
Sn = Yo @ (n-te Partialsumme). Die Folge (s,),>0 heifit unendliche Reihe;
Bezeichnung: »"°°  a;. Die unendliche Reihe heifit konvergent, wenn (s, ),>0
konvergent ist. Gilt lim s, = s, so setze Y .-, a; 1= s.

n—oo

Beispiel:
Sei z € IR, a; = 2* fiir alle 7 > 0. Fiir die Partialsumme gilt

n n ) n+l _ q
Sp = Z a; = Z = xxT (falls x # 1) (Beweis durch Induktion)
i=0 i=0
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1.2. FOLGEN UND GRENZWERTE

Sei |z| < 1. Nach Aufgabe I, 3(b) gilt lim 2" = 0. Also folgt

n—oo

< R S T 1 . .
' = lims, = lim = = falls |z| < 1(geometrische Reihe)
P n—00 n—oo x — 1 r—1 1-=x
1 1 1
zBr=—14+-4+-+-+4+...= T =2
8 1—3
1 ] +1 1+ 1 2
:L':——, _ = _— = = = —
2 4 8 1+5 3

Sei (an)n>0 Folge und )" a, konvergent <= (s,)n>0 ist Cauchy-Folge
=[S, — S| < e Vn,m > N fiir gegebenes € > 0
= 5, — Sy, = Zzzmﬂak — |Zzzm+1ak| <e

Definition:

Konvergenzkriterium: Die unendliche Reihe )7 @, ist genau dann konvergent,
wenn es zu jedem € > 0 ein N € IN gibt mit |> ) . ax| <eVm,n > N.
Spezialfall: n =m + 1 = |apm41| <eVm > N = lima, =0

n—o0

Satz:
Ist ">, a, konvergent, so ist (a,) eine Nullfolge.
Umkehrung falsch: Wenn a,, — 0, so folgt nicht > a,, konvergent!

Beispiel:
Sei a = %,n > 1. Dann gilt:

lima, =0, aber >, L ist divergent (harmonische Reihe).

Beweis:

Betrachte Partialsummen s, fiir £ > 1
so=1+5su=1+3+(G+1)>21+5+5+1=1+3
ss=1+1+3+1+(@+i+i+)>1+2+4=1+43

Induktion zeigt: sor > 1 4 g fir k>1

Also sor — 00 == (8, )n>1 nicht konvergent. O

Satz 16 (Satz von Leibniz):
Sei (a,) monoton fallend, a,, > 0 Vn und lima, = 0.

n—oo

Dann ist Y~ (—1)"a, konvergent (alternierende Reihe).

Beweis:

. k
Sei s, =Y, _o(—1)"a,. Dann sopio — Sop = —Gop1 + dopro < 0= Sopyo < Sopqa.

= Die Teilfolge (sax)r>0 ist monoton fallend.
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER ANALYSIS

Analog:

Sok43 — Sok41 = Q2kt2 — G243 = 0 == Sopy3 2> Sopq1

= Die Teilfolge (sar+1)k>0 ist monoton wachsend.

S51 <83 <o S Sopgs S

AuBlerdem sop i1 — Sop = —agr11 < 0= Sop41 < 59 VE > 0
= So > Sog41 > ... > S3 > 1 = (Sg) ist beschrénkt.
Bolzano-Weierstrafl: (sox)r>0 konvergent. Setze S := klﬁ?os%

Analoge Rechnung: (Sok+1)k>0 beschrinkt = (s9x41) konvergent.

Setze S = klirgos%ﬂ

Esist S — S5 = klﬁzjs% - klin:os%ﬂ = éi@(SQk — Sop+1) (Satz 10(b), 2. Folge)
= lfingo(—agk+1) =0=5=05

Sei € > 0 gegeben Es gibt Ni, Ny € IN mit |sop — S| < e Vk > Ny,

|52k+1 — S’ < eVk > Ns.
Setze N = max{2Ny,2N, + 1}. Dann gilt fiir allen > N: |s, — S| <¢€ O

Beispiele: Y7 (—1)" konvergent (nach Leibniz), > (2;—2; konvergent.

Definition:
Eine Reihe ) 7 a,, heiit absolut konvergent, wenn > |a,| konvergent ist.

Satz 17:
Ist eine Reihe absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.

Beweis:

Sei e > 0 gegeben. Es existiert N € IN mit Y, |ax| <& Vn,m > N (nach
Konvergenzkriterium oben)

= [ > el <D lak] <eVn,m > N =" a; ist konvergent. O

Satz 18 (Majorantenkriterium):
Sei ">, ¢, konvergent, ¢, > 0Vn
Ist (a,) Folge mit |a,| < ¢, Vn , soist > a, absolut konvergent.

Beweis:
Sei € > 0 gegeben. Es existiert N € N mit >, ¢ =|> 1, ¢l <eVn,m>N
= Y dal <D0 a<eVn,m>N 0

Beispiel: Sei r € IN und betrachte S, = > > -+

n=1 nr

r=1: harmonische Reihe, divergent

r>2: Danngilt: - < H=1.1 <12 - Nach UA 2.1 ist S°°°

n?2  n = n nt+l n(n+1) n=1n n+1)
konvergent. Aus MaJorantenkrlterlum folgt S, konvergent fiir r > 2.

4

Bemerkung: So = 0" | 5 = Zog =Y L

n=1 6’ n=1 nt 90

Divergenzkriterium: Ist " ¢, divergent, ¢, > 0 Vn und gilt a, > ¢, ¥n, so ist
auch Xa,, divergent.
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1.2. FOLGEN UND GRENZWERTE

1 1

Beispiel: ), 2—+1 ist divergent. Hier gilt 5~ +1 > s =3 n+1, also

Behauptung aus Divergenz der harmonischen Reihe.

Satz 19 (Quotientenkriterium):

Sei >, a, Reihe mit a,, # 0 fiir n > ng. Sei © € R mit 0 < © < 1 und
|2 < O Vn > ny.

Dann ist > o2 o @y absolut konvergent.

Beweis:
O.B.d.A. ng—O:>|a”“|<@‘v’n>O———>|an|—| o fnol A g < O ag.

an—1 an—2 ag
Da 0 <O <1 folgt > lan| <> 00 0" ag| = 1 e

Beispiele:

(1) a, = g—j Fiir n > ng = 3 gilt:

2 2
aper|  (W+1)22"  (n+1)? 1 1 1 1 8
— — =—(1+=) <=(14+=2) =2<1
ay, 2nt+lp?2 2n?2 2 + n) — 2 * 3 9
Also ist Y-, 25 ® konvergent.

(2) a, = <. Fiir alle n > 1 gilt |25 = 25 < 1 Aber 307 L divergiert!
Quotlentenkrlterlum nicht anwendbar da lim *2+ = 1.

n—oo "
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER ANALYSIS

1.3 Exponentialfunktion und Logarithmus

Sei (an)n>o0 eine Folge reeller Zahlen, = € R.
Eine Reihe der Form ) a,2™ heifit Potenzreihe.
Sei a,, = % Dann definiere man

exp(z) = Z % Exponentialreihe
n=0

Satz 20:
Die Exponentialreihe konvergiert absolut fiir alle z € IR.

Beweis:
n

Benutze Quotientenkriterium mit a,, = 7+
Es gilt fiir « # 0:

xn+1

(n+1)!
n
nl

xn+1'7ﬂ

(n4+1)!-an

Ap+1
Qn,

el
n+1

Sei ng € IN mit ng > 2|z|. Fiir n > ny gilt dann:

(p41
Qnp,

o _ el _ el _1
n+1 =" no+17 2z 2

Also folgt Behauptung aus Satz 19.

Folgerung:

Fiir jedes = € IR ist auch exp(z) € RR.

Also wird durch die Zuordnung z — exp(z) eine Funktion definiert, die
Exponentialfunktion.

Spezialfille: exp(0) = 1; exp(1) = > >0 L =: e (Eulersche Zahl)

n=0 n!

Cauchy-Produkt von Reihen:
Seien >~ ay,, » .-, b, absolut konvergente Reihen.
Fir n > 0 definiere man ¢,, mit

n
Cp = E akbn—k
k=0

Dann ist auch Y ¢, absolut konvergent und es gilt:

S (5 (5)

n=0

Beweis: siche Literatur
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Definition:

Seien n, k € INy; setze (Z) = Binomialkoeffizient).

n!
kl(n—k)! (

Satz:
z,y € IR. Dann gilt:

n n B n n\ .
k=0

k=0

Beweis: UA

Satz 21:
Fiir alle 2,y € IR gilt: exp(z +y) = exp(x) - exp(y).

Beweis:
Benutze Cauchy-Produkt fiir die absolut konvergenten Reihen.

exp(zr) = Z T und exp(y) = i
k=0 k=0 "

Dann gilt mit a5 = % und b, = i—lf

—~ Y n! k, n—k
=D wban =) 7 n—k)! ol Zklm—g)" Y
k=0 k=0 —
_ 1 - n k n—k __ 1 n
X ()t = ez o
k=0
= exp(r) exp(y)zzcnzz( n|y) = exp(r +y)

Sei x € IR. Definiere die logarithmische Reihe durch

log(x) := Z (_113 gk

k=0

Satz 22:
Die Reihe log(z) konvergiert absolut fiir |z| < 1.

Beweis: Quotientenkriterium

Folgerung:
Also wird Funktion log : (—1,1) — IR definiert als Logarithmusfunktion.

Einige Figenschaften:

log(wy) = log(x) +log(y), |z| < 1, |yl <1
expolog = log o exp = id
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Kapitel 2

Stetige Funktionen

2.1 Grundbegriffe

Im folgenden werden Teilmengen D von IR betrachtet. D heifit nach oben (unten)
beschréinkt, falls es M € IR gibt mit < M (z > M) Vo € D. M heifit dann obere
(untere) Schranke von D.

D heif3t beschrinkt, wenn D nach oben und nach unten beschrankt ist

— es existiert M € R mit |z| < M Vz € D.

Definition:
Sei D C R. k € IR heiBt Supremum von D (sup(D)), falls gilt:

1) k ist obere Schranke von D.
2) Ist k' < k, so ist k' keine obere Schranke von D.

Mit anderen Worten: k ist kleinste obere Schranke von D.

k heiBt Infimum von D (inf(D)), falls gilt:
1) k ist untere Schranke von D.
2) Ist k' > k, so ist K’ keine untere Schranke von D.

Mit anderen Worten: k ist grofite untere Schranke von D.

Satz 1:
Jede nicht-leere nach oben (unten) beschrinkte Teilmenge von IR hat ein
Supremum (Infimum).

Beweis: Folgt aus Vollsténdigkeit von IR (siehe Literatur).

Wir setzen sup(D) = oo, falls D nicht nach oben beschrénkt ist.
inf(D) = —oo, falls D nicht nach unten beschrénkt ist.

Beispiele:

(1) D = [a,b] abgeschlossenes Intervall.
Dann sup(D) = b, inf(D) = a.
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2.1. GRUNDBEGRIFFE

(2) D = (a,b) offenes Intervall.
Dann sup(D) = b, inf(D) = a.

Beweis: Es gilt x < bVx € D = b ist obere Schranke von D. Angenommen,
b < bund ¥V ist obere Schranke von D. Setze z = b+7bl falls ¥ > a und

“T“’ sonst = = € D und x > V' = Widerspruch.
Analog fiir Infimum.

(3) D={%n € N}, sup(D) =1, inf(D) =0
(4) D ={n|n € N}, inf(D)

Definition:
Falls sup(D) € D, so heiBt sup(D) auch Maximum von D.
Falls inf(D) € D, so heifit inf(D) auch Minimum von D.

Tr =

I
\t—‘
V)
=
S
I
8

Sei (a,) Folge reeller Zahlen. Definiere eine neue Folge (s,,) durch
Sp = sup{ag|k > n} und Folge (t,) durch ¢, = inf{ax|k > n}.
Dann ist (s,) monoton fallend, (t,) monoton wachsend.

Setze lima, = lims, limes superior von (a,)

n—oo n—oo
lima,, := limt, limes inferior von (a,)
n—o00 n—0o

Beispiele:
1) Sei a, = n Vn, dann s, = 0o, t, = n = lim a, = 0o = lim ay,

2) a, =(=1)"(1+21)Vn > 1. Dann
1+2 2 —(1+3) 2
i (e

1+ —521n —(1+-5)2]n

= lima, =1, lima,=—1

Zusammenhang mit Konvergenz:

Eine Folge (a,), N konvergiert genau dann gegen a € IR, falls

é@_}ngo sup a, = a = 7{2_)720 mnf a,.

Definition:

Sei D C IR. Dann heifit a Haufungspunkt von D, falls es (a,), N gibt mit a, € D
und lim a,, = a. Die Menge aller Haufungspunkte von D heifit Abschluss von D.

n—oo

Bezeichnung: D

Beispiele:
(1) a € D ist Haufungspunkt von D. Setze a, = a Vn > 1.

(2) D =(0,1). Dann ist 0 Hiufungspunkt von D.
Setze an:%VnZ 1= a, € DVnund lim a, = 0.

Folgerung: D = [0,1]
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2.1.1 Funktionen und Grenzwerte
Sei D CIR, f: D — IR und a sei Haufungspunkt von D.

Wir setzen lim f(x) = c, falls fiir jede Folge (z,,) mit z,, — a gilt lim f(z,) = c.

r—a n—oo

Kurzschreibweise: f(x) — ¢ falls x — a.
Beispiele:
(1) lmzlré 2=0
@) lim eaple) =1
Beweis: Nach UA IIL.3 gilt mit n =0 :
|Ro(x)| = |exp(x) —1| < 2|x| falls |z| < 1

Sei (z,,) Folge mit lim x, = 0. Dann existiert N € IN mit |z, | < 1Vn > N
= lexp(z,) — 1| < 2|x,| Vn > N = lim|exp(z,) — 1| =0

= limexp(z,) =1 O
Definition:
Oberer Grenzwert: Wir setzen lijn f(z) = ¢, falls fiir jede Folge (z,,) mit

Ty € D,x, > aund lim x, = a gilt lim f(z,) = c.

Unterer Grenzwert: Wir setzen lz’Tm f(z) = ¢, falls fiir jede Folge (z,) mit

xn € D,x, < aund lim x, = a gilt lim f(z,) = c.

Es gilt: lim f(z) = ¢ < lz'%n f(z) =c=lim f(z)

T—a zla

Beispiele:
(1) D=R, f(z) = [z]
lg%% f(z) =1 aber lgln; () =2

(2) f(z) =2+ ap 12" '+ ... +ax+ag, kEN, ag,...,a,_1 € R
Falls x gross genug ist gilt:
1

E Ap—1 ay ao) k
= 1 ) > ok 2
flz)==x ( + . + —i—xk_l—l—xk > 5

Ist (x,) Folge mit lim "™ = oo, so gilt
f(xy) > 2ok > 1o, — lim f(x,) = co (Uneigentlicher Grenzwert).

UA: Wie verhilt sich f(x) fiir # — —o0?

Definition:
f:D—1R, a€D. f heifit stetig in a, falls lim f(x) = f(a)
(kurz f(z) — f(a) fir x — a).
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Beispiele:
(1) f(x) =cVx € R stetig fiir alle a € R.

(2) exp: R — IR, stetig in allen a € IR.
Beweis:
Missen zeigen: Gilt lim exp(z) = exp(a) Va € RR.
Sei (x,,) Folge mit lz%;n =a= lim(z,—a)=0
= limexp(x, — gfio 1 nach Beis%?eiovorher
== 7Eﬂciboeaz:]o(acn) = Tgirgo(exp(a) ~exp(x, —a))

= exp(a) - limexp(x, — a) = exp(a) O

(3) Polynome sind stetig auf IR.

Satz 2:

f,9: D — IR stetigin a € D, A € IR. Dann sind auch

f+9:D—-R, fg:D—=1R, \f : D — IR stetig in a.

Ist D' = {z € D|g(x) # 0} und a € D', so ist auchgzD’—>]Rstetig in a.

Beweis: UA

Satz 3:
f:D—=R,g:FE—1R, f(D)CE.Sei f stetigin a € D, g stetig in
b:= f(a) € E. Dann ist auch g o f stetig in a.

Beweis:
Sei (z,) € D eine Folge mit limx, = a = f(z,) — f(a) fir n — oc.
Setze vy, == f(x,) = (yn) ist Folge in E. Aulerdem limy, = b.

n—oo

g stetig in b = lim g(y,) = g(b). Also

lim (go f)(xn) = limg(f(zn)) = lim g(yn) = 9(b) = g(f(a)) = (g f)(a)
= g o f stetig in a. U
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2.2 Sitze iiber stetige Funktionen

Satz 4 (Zwischenwertsatz):
Sei f : [a,b] — R stetig, f(a) <0, f(b) > 0. Dann gibt es p € [a,b] mit f(p) = 0.

Beweis:
Definiere Folge [a,, b,] C [a, b] mit

(1) [an,bn) C [an-1,bp-1],n >1
(2) by —a, =27"(b—a)
(3) f(an) <0, f(by) >0

Setze [ag, bo] = [a, b]. Die Eigenschaften (1), (2), (3) sind erfiillt.
Gelte (1), (2), (3) fiir [an, by). Setze m := L(an, + by).

Fall T) f(m) > 0; [ani1,bpi1] := [an, m] (linke Hélfte)
IT) f(m) <0; [ant1,bnt1] := [m,b,] (rechte Halfte)
Also gelten (1), (2), (3) auch fiir [a,11, bpy1].

Es gilt:

Folge (an), N, ist monoton wachsend und beschrénkt.

Folge (b,), N ist monoton fallend und beschrénkt.

Nach Bolzano-Weierstrafl (Satz 1.14) sind die Folgen konvergent.

Aus Eigenschaft (2) folgt:
lim (b, — a,) = 0= lima, = limb, =:p

f stetig = lim f(ay) n:—?)(p) = lim f(b,). Aus Eigenschaft (3) folgt:
f(p) = lim f(ay) < 0und f(p) = lim f(by) > 0= f(p) =0 =
Definition:

Eine Funktion f : D — IR heiit beschrénkt, wenn es ein k£ > 0 gibt mit |f(z)| < k
fiir alle x € D.

Satz 5:
Sei f : [a,b] — IR beschrankt und stetig. Dann hat f ein Maximum und ein
Minimum auf [a, b].

Beweis:

Nur fiir Maximum (fiir Minimum betrachte —f statt f).

Sei A := sup{f(z)|x € [a,b]}. Nach Definition des Supremums gibt es eine Folge
(Tn),,cN it z, € [a,b] und éa@of(xn) = A. Andererseits ist die Folge (x,,)

beschrankt.
Bolzano-Weierstraf3: (z,,) hat konvergente Teilfolge (x,, )k>1. Setze p == klim T,
—00

f ist stetig = f(p) = klzm flzn,)=A4A O
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Satz 6:
Sei DCIR, f: D — IRund p € D. Es gilt:
f ist stetig in p <= fiir alle € > 0 gibt es 6 > 0 mit |f(z) — f(p)| < ¢,
falls |z — p| < 6.

Bewelis:

(1) Fiir alle ¢ > 0 gebe es § > 0 mit |f(x) — f(p)| < € falls |z — p| < .
Miissen zeigen: Fiir jede Folge (x,) € D mit limz, = p gilt
lim f(x,) = f(p). Sei € > 0 gegeben, § wie in Voraussetzung,.
Es gibt N € IN mit |z, —p| < 0 fiir alle n > N
= |f(zn) — f(p)| < e fur alle n > N, also lim f(z,) = f(p)
— f stetig in p.

(2) Fiir jede Folge (z,,) € D mit limx, = p gelte lim f(x,) = f(p).
Zu zeigen: Fiir alle e > 0 gibt es 6 > 0 mit |f(x) — f(p)| < ¢, falls |[x — p| < .
Angenommen, dies ist falsch. Dann gibt es € > 0, so daf} kein ¢ existiert mit
diesen Eigenschaften, d.h. es gibt mindestens ein € D mit |x — p| < § aber
|f(x) — f(p)| > . Insbesondere gibt es fiir alle n € IN ein z,, € D mit

o =] < - und | ()~ £(2)] 2 ¢

— limx, = pund lim f(z,) = f(p), da f stetig nach Voraussetzung.

n—oo

= Widerspruch zu |f(z,) — f(p)| > €. Also ist die Annahme falsch. O

Definition:
Eine Funktion f : D — IR heifit gleichméBig stetig in D, falls gilt: Fiir alle ¢ > 0
gibt es 0 > 0 mit |f(z) — f(2')| < ¢ fiir |z —2'| < 0.

Falls f gleichméfig stetig in D, so ist f stetig in allen p € D.
Umkehrung falsch: Sei f: (0,1) = IR, f(z) = 1.

Sei p € (0,1] und € > 0 gegeben. Setze o = min{%, %} Fiir x mit |z — p| < o gilt:

<e

[f (@)= fp)] =

T p xp | T p? p?

1_1':

aﬁ—p‘ < lz—pl _20

Also ist f stetig in p. Aber f ist nicht gleichméfig stetig.

Angenommen, f wire gleichméflig stetig. Dann gibt es zu € = 1 ein ¢ > 0 mit
|f(z) — f(2)] < 1falls |x — 2| < o fur alle z, 2" € (0,1].

Aber es gibt n > 1 mit

1 1 1 1
‘ ———‘<aundf —)=fl=—]|=In—2n=n=1
n 2n n 2n

—~— =~

T x’

Also ist f nicht gleichméfBig stetig.
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Satz 7
Jede auf einem abgeschlossenen und beschriankten Intervall [a, b] stetige Funktion
ist dort gleichméfig stetig.

Beweis: Angenommen, f : [a,b] — IR ist nicht gleichmé&Big stetig. Dann gibt es
e > 0 mit: Fiir n > 1 gibt es x,,,2', € [a,b] mit |z, — 2/, < o und

|f(z,) — f(a',)] > €. Mit dem Satz von Bolzano-Weierstrafl hat (x,,) eine
konvergente Teilfolge (2, )k>1-

Setze p := limxnk = p € [a, ]

Gilt |z, — xnk\ < - = lzmxnk = p. [ stetig

= fim (f@n,) = £ ) = F0) - £) = 0
—> Widerspruch zu |f(x,) — f(2',)| > €.

Also ist die Annahme falsch und f ist doch gleichméfig stetig. O
Definition:

Seien a,b € IR, a < b. Eine Funktion f : [a,b] — IR heifit Treppenfunktion, wenn es
eine Unterteilung a =ty < t; < ... < t, = b gibt und Konstanten c;,...,c, € R

mit p(x) = ¢ fir © € (te—1,tx), 1 <k <n.

Satz 8:
Sei f : [a,b] — IR stetig. Dann gibt es zu jedem £ > 0 Treppenfunktionen
0, ¥ : a,b] — IR mit folgenden Eigenschaften:

(1) ¢(z) < f(z) < ¥(x) Vo € [a,b]
(2) lp(z) —(x)] < eV € la,b]

Jede stetige Funktion auf [a, b] kann also beliebig genau durch Treppenfunktionen
approximiert werden.

Beweis: Ubungsaufgabe in Literatur

Definition:
Eine Funktion f: D — IR heiit monoton wachsend (fallend), falls aus z,2" € D
und z < 2’ folgt, daBl f(x) < f(2') (f(x) > f(2')), streng monoton wachsend

(fallend), falls f(z) < f(2') (f(x) > f(2')).

Satz 9:

Sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend (fallend). Man setze
A= f(a), B:= f(b).

Dann ist f : [a,b] — [A, B] (f : [a,b] — [B, A]) eine Bijektion und die
Umkehrfunktion f~!: [A, B] — [a,b] (f~': [B, A] — [a,b]) ebenfalls stetig und

streng monoton wachsend (fallend)
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Beweis:

Sei f streng monoton wachsend (analoger Beweis fiir fallend). Dann folgt aus
a<z<bauch f(a) =A< f(x) < B= f(b) = f bildet [a, b] in [A, B] ab. Aus
x < 2’ folgt f(x) < f(a') = f ist injektiv (sonst gibe es x # 2’ mit

f(x) = f(2') = Widerspruch zur strengen Monotonie.)

Zwischenwertsatz: Fiir ¢ € [A, B] gibt es z € [a,b] mit f(x) = ¢ = f ist surjektiv
= f ist bijektiv.
Also existiert f~!: [A, B] — [a,b] und f~! ist ebenfalls bijektiv.

Beachte: f~Y(f(x)) = x; also folgt aus f(x) < f(2) auch x < 2’ (sonst wére
r>1 = f(z) > f(2') = Widerspruch = f~! streng monoton wachsend).

Noch zu zeigen: f~! ist stetig.

Dazu ist zu zeigen: Ist (y,,) C [A, B] mit limy, =y € [A, B], so gilt
lim [~ (yn) = (1)

Angenommen, dies sei falsch. Dann gibt es € > 0 mit |f ™' (y,) — [~ (y)| > ¢ fiir
unendlich viele n = es existiert eine Teilfolge (yn, )x>1 mit

1f 7 ) = M) > e VE > 1.

Gilt [~ (yn,) € [a,b] = (/" (yn,))r>1 ist beschréinkt.

Bolzano-WeierstrafS: (f~*(yn,))r>1 hat konvergente Teilfolge. O.B.d.A. sei

(f ' (yn,))k>1 bereits konvergent. Setze ¢ = klim /"% (yn,)- Nach Satz .11 gilt

lc— ) =
Gilt f(f " (yn,)) = yn, und da f stetig ist, folgt

y = limyn, = lim f(f~'(yn,) = f(c),

dennf~(yn,) — c= [ (y) = f71(f(c)) = ¢
= Widerspruch zu |c — f~!(y)| > e.
Also Annahme falsch = f~! stetig. O

Anwendung dieser Sétze zur Konstruktion neuer Funktionen.

Satz 10:

Sei k € IN. Dann ist f: IR, — IRy, definiert durch f(z) = 2" stetig, streng
monoton wachsend und eine Bijektion. Die Umkehrfunktion f=!: IR, — IR, ist
ebenfalls stetig, streng monoton wachsend und bijektiv. Sie wird als k-Wurzel
bezeichnet.

Schreibweise: f~1(x) = ¥z

Beweis:

f ist stetig und streng monoton wachsend. v/

f ist bijektiv nach Satz 9. v/

Dann existiert auch die Umkehrfunktion f~!: IR, — IR,, die nach Satz 9 stetig,
streng monoton wachsend und bijektiv ist.

(Betrachte dazu f : (0,t] — (0,t*] V¢t > 0 in Satz 9). O
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Satz 11:

Die Funktion exp : IR — IR, ist stetig, streng monoton wachsend und bijektiv. Die
Umkehrfunktion ezp™ : IR, — IR wird mit log (oder In) bezeichnet und heifit
natiirlicher Logarithmus.

Die Funktion log ist ebenfalls stetig, streng monoton wachsend und bijektiv.

Es gilt:

log(zy) = log(x) +log(y) Vz,y > 0

Beweis:
Wir wissen, exp ist stetig und exp(z) > 0 Vz € RR.
Sei > 0. Dann gilt exp(x) > 142 > 1. Fiir < 2/ gilt dann

exp(z') = exp(x+a' —x) = exp(x)-exp(x’ —x) > exp(x)
= exp ist streng monoton wachsend.

Wir wissen nach Aufgabe I11.2(c):

limexp(x) = oo, lim exp(x) =0

Nach Satz 9 ist exp : IR — IR, eine Bijektion. Folgt weiter: Umkehrfunktion
log := exp~! ist stetig, streng monoton wachsend, log : R, — IR bijektiv.
Sei exp(a) = x und exp(b) = y = a = log(x), b = log(y).

Dann gilt:

exp(a+b) = exp(a)-exp(b) =x-y
= log(zy) = log(exp(a + b)) = a+b=log(x) + log(y). O
Definition:

Sei a > 0 eine fest gewéhlte reelle Zahl. Die Exponentialfunktion zur Basis a ist
definiert durch exp,(z) := exp(x - log(a)) Vx € R.

Satz 12:
Die Funktion exp, : IR — IR, ist stetig und es gilt:

(a) expo(z +y) = expa(x) - expa(y) Vo, y € R.
(b) expy(n) =a™ Vn € Z.
(¢) expa(t) = Va? Yp € Z, g € N.

Beweis:
exp, = go f mit f(x) =z -log(a), g(y) = exp(y), stetig nach Satz 3.

(a) folgt aus Funktionalgleichung von exp.

(b) Sei x € IR. Induktion zeigt: exp,(nx) = exp,(x)™ ¥n € INy.
x> 1= exp,(n) = (exp,(1))" = (exp(log(a)))™ = a"™ ¥n € Ny.
exp.(—1) = exp(—log(a)) = m =1
= expa(—n) = exp.(—1-n) = (exp,(—1))" = (})" =a™™
Also gilt (b).
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()

a? = expa(p) = expa(qy) = (expa(£))?
= Va? = exp,(£)

Schreibweise:

a” = exp(x - log(a)) (fir festes a > 0) Potenzfunktion zur Basis a.

Mit a = e (Eulersche Zahl):

exp(l) =e = log(e) =1

= " = exp(x - log(e)) = exp(z) = Zf:o %

Wichtige Grenzwerte:

Satz 13:
(a) Sei k € IN. Dann gilt lim & = oo, lim”e”—: = 0.
(b) lz&r} log(x) = —o0, limlog(x) = 0o

()
(d)

limx® =0, lim 2™ = oo (o > 0 reell)
z|0 z|0

lim loﬁ =0 (a > 0 reell)

T— 00

Beweis:

(a)

(b)

e’ = exp(x )—Zzoon, > (k+1,,fallsa:>0

:>1’k>( — 00, falls z — oo.

+1)!

log : Ry — IR stetig, bijektiv, streng monoton steigend

= log(x) — oo fiir & — o00. Ist 0 <z < 1, so ist L > 1.

Beachte: log( - z) = log(2) + log(z) = 0

= log(1) = —log(z) = lﬁﬂ? log(;) = 00 = lgg log(z) =

—o0

Sei (z,,) Folge mit lim x, = co. Dann gilt lim « log(z,) = co.

Sei y, = a log(x,) = limz,, = co. Wir wissen:
n—oo

% = exp(a log(xy,)) = exp(yn) = eV = limx& = limexp(a log(z,)) = o0

n—oo

Sei (z,) Folge mit x, > 0 und limz, = 0.

n—oo

Wir wissen: lim a log(z,) = oo = limx$ = limexp(a log(z,)) = 0.

n—~oo n—~oo

Beachte: x= = mla —> Behauptung.

Sei (x,) Folge mit z,, > 0 und lim z,, = oco.

n—oo

Setze y, = a log(z,) = limy, = .
Es gilt & = exp(a log(azn)) = exp(y,) = e’

n—oo

n—oo

= lim logx(x”) = lzm ~yne~¥" = 0 nach (a). O
Merksatz:
e” wichst schneller als jede Potenz von = (Teil (a)).
log(x) wichst langsamer als jede Potenz von = (Teil (d)).
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2.3 Komplexe Zahlen, Folgen und Stetigkeit

Betrachte Menge IR?> = IR x IR = {(=,y)|z,y € R}.

Definiere:

Addition: (z,y) + («',y) == (z + 2,y + ¢/

Multiplikation: (x,y) - («/, ') := (v’ — yy', vy’ + ya')

Nullelement: (0, 0)

Einselement: (1,0)

Die Menge (IR, +, -) ist ein Korper (UA).

Heifit Korper der Komplexen Zahlen, Bezeichnung : C

Abbildung ¢ : IR — C mit ¢(z) = (x,0) ist injektiv.

Es gilt: {(1,0), (0,1)} sind Basis. Also gibt es eine eindeutige Zerlegung

(x,y) =T (170) +y- (07 1)

=1clR @

Also ist (x,y) = x + dy. Hier i := (0, 1).

Jedes z € C hat eindeutige Zerlegung z = = + iy.
x heiBt Realteil von z, Re(z).

y heiBt Imaginérteil von z, Im(z).

Nach Rechenregel fiir Multiplikation gilt:
Es gelten die iiblichen Rechenregeln unter Beriicksichtigung von 2 = —1.

Ist z = x + iy, so heiit Z := x — iy konjugiert (komplex) zu z (Spiegelung an der
x-Achse).

2] := V/2Z. Nachrechnen: 2z = 2% + y?> = |2]| = /2% + y2.
AuBerdem: Re(z) =z = 1(2+2)
Im(z) =y =5(2—7%)

Satz 14:
Seien z, z1, 29 € C. Dann gilt:

(a) |2/ >0und |z| =0<=2=0

(b) |z1 + 22| < |z1] + |22| (Dreiecksungleichung)

(¢) |z122] = |21]|22]
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Bewelis:
(a) klar

(b) Gilt stets Re(z) < |z
= Re(z1:) < |a1z| = |21 [22] = |21 |22

= |21 + 2’2|2 = (21 + 22) (21 + 22) = (21 + 22)(Z1 + %2)
= 2121 + 2122 + Z122 + 2222
= |21|? + 2Re(172) + |22 < |21* + 2]21|| 22| + |22)?
= (|z1] + [22])?

—> Behauptung.

(C) Gllt |2122|2 = (2122)(2122) = (2122)(2_1 2’_2) = 212_1 222_2 = |Zl’2|22|2
—> Behauptung.

Definition:

Eine Folge (¢,) komplexer Zahlen heifit konvergent gegen ¢ € C, wenn es zu jedem
e>0ein N € N gibt mit |c, —¢| <eVn > N.

Schreibweise: lime, = ¢

n—oo

Satz 15:
Sei (¢,)n>1 eine Folge komplexer Zahlen. Die Folge (¢,,) konvergiert genau dann,
wenn (Re(c,))n>1 und (Im(cy)),>1 konvergieren.

Bewelis:

(a) Angenommen (c,) konvergiert gegen ¢ = a + b, a,b € RR.
Setze ¢, = a, + ib,,n > 1. Dann gibt es zu € > 0 ein N € IN mit
le, —¢| <eVn > N.
la, —a| = |Re(c, — ¢) ‘v’n>N:hma":&

— | < len
b, — b = [Im(c, — )| < e, —c|] <€ - limb, =b

(b) Umgekehrt gelte lima, = a, limb, =b. Sei € > 0.

Dann gibt es Ny, Ny € IN mit |a, —a| < §Vn > Ny, |b, —b] < 5 Vn > Ny.
Setze ¢ := a+ib, N := max{Ny, Na}.
Dann gilt fiir alle n > N:

len — ¢| = lan, — al +i|b, — b| < la, — a| < |a, — a| + |i||b, — D]

:|an—a\+\bn—b|<g+§:5=> lime, = c

Folgerung: Gilt limc, = ¢, so folgt lime, =¢.

n—oo n—oo
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Definition:
Eine Folge (¢,) komplexer Zahlen heifit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine
natiirliche Zahl N gibt mit |¢, — ¢,,| < ¢ fiir alle n,m > N.

Satz 16:
Eine Folge (¢,)n>1 komplexer Zahlen ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn
(Re(cn))n>1 und (Im(cy))n>1 Cauchy-Folgen sind.

Beweis: Analog wie im Beweis von Satz 15.

Satz 17:
In C ist jede Cauchy-Folge konvergent.

Beweis:

Die Folge (¢,)n>1 sei eine Cauchy-Folge. Nach Satz 16 sind (Re(cy,))n>1 und
(Im(cy))n>1 reelle Cauchy-Folgen = (Re(cy,))n>1 und (Im(cy))n>1 konvergent.
Aus Satz 15 folgt (¢,)n>1 ist konvergent. O

Satz 18:
Seien (¢,)n>1 und (d,),>1 konvergente komplexe Folgen. Dann sind auch
(cn £ dp)n>1 und (¢p, - dy,)n>1 konvergent und es gilt
lim (¢, £dy)n>1 = lime, £ limd,
lim (cp, - dp)n>1 = lime, - limd,

n—oo n—0o0 n—oo

Ist limd, # 0, so gibt es N € IN mit d,, # 0 fiir alle n > N und es gilt

lime,
i & —
n—ood, limd,,
n>N n— o0

Beweis: Siehe Satz 1.10.

Definition:

Eine Reihe )", ¢, komplexer Zahlen heifit konvergent, wenn die Folge (s,,)n>1
der Partialsummen konvergent ist (s, = Y ,_; k).

Die Reihe 7 | ¢, heifit absolut konvergent, wenn » >, |¢,| konvergent ist.

Majorantenkriterium:
Die Reihe Y7 | a, reeller Zahlen sei konvergent, a,, > 0. Gilt |¢,| < a, fur alle
n>1,soist ) >, ¢, absolut konvergent.

Quotientenkriterium:
Sei > | eine Reihe komplexer Zahlen mit ¢, # 0 fiir alle n > N. Es gebe © € R

mit 0 < © < 1, so daf} ‘% < O fir alle n > N gilt. Dann ist )2 absolut
konvergent.
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Beispiel:

e Exponentialreihe:
exp(z) :== Yo’ 2 konvergiert absolut fiir alle z € C.

Fiir n > 22| gilt mit ¢, = =;

Zn+1 . n]

(n+1)!-2n

CEH_H 1,
n+17= 2z 2

Cn+1
Cn

Also folgt absolute Konvergenz aus dem Quotientenkriterium.

Berechnung:

n Zk . 2 n-+
exp(z) = D oo 5 + ra(2) mit [ry(2)| < 2(|n‘+

1
o7 falls |z <1+ 3.

e Funktionalgleichung:
exp(z1 + z2) = exp(21) - exp(z2)
exp(Z) = cap()

Definition:
Sei D C C. Eine Funktion f : D — C heifit stetig in p € D, wenn fiir jede Folge
(zn)n>1 € D mit lim z, = p gilt:

lim f(z,) = f(p) Folgenstetigkeit

n—oo

Beispiel:
exp ist stetig in allen z € C. Folgt aus Restgliedabschiatzung mit n = 0.

2.3.1 Trigonometrische Funktionen

Sei z € IR. Man definiere
cos ¥ := Re(e™), sin x := Im(e™)
Es gilt

‘eix}z _ eix(em) _ eix_eﬁ _ 6”'6_“ _ eix—i:r; _ 60 -1
= || =1 fiir alle z € IR.
Aus der Definition folgt:
1 T —iT . 1 T —iT
cosxzi(e +e ') sznx:2—(e —e )
cos (—x) = cos x sin (—z) = —sin x

cos’r + sin’z = 1

Satz 19:
Die Funktionen cos : IR — IR und sin : IR — IR sind stetig auf IR.
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Beweis:

Sei p € IR und (z,,) eine reelle Folge mit z,, — p = lim iz, = ip.

Da exp stetig ist, folgt lim e = . Nach Satz 15 gilt:

n—oo

lim cos x,, = lim Re(e"™) = Re(e'?) = cos p

lim sin x, = lim Im(e") = Im(e”®) = sin p
Satz 20:

Fiir alle z,y € R gilt:
cos (x+1y) =cosx-cosy— sinx-siny

sin (x +y) = sinx - cos y + cos x - sin y (Additionstheoreme)

Beweis:
Gilt ei(x+y) — elztiy — gim iy

= cos(z +y) +i sin(x + y) =(cos x + i sin x)(cos y + i sin y)

=coSx-CcOSYy —Sinx-siny
N g

v~

=cos (z+y)

+i(sin x - cos y + cos x - sin y)

:siv:(rery)
Satz 21:
Fiir alle z € R gilt:
0 . x?n . o . :L.Qn—&-l
cos T = %(—1) o) sin r = %(—1) 2T
Beweis:
Konvergenz der Reihen folgt aus Quotientenkriterium.
Beachte i2 = —1, i3 = —i, it =1
Allgemein:
1 falls n = 4k
" i n=4k+1
VA =
-1 n =4k + 2
—1 n=4k+3
1T 0 ix)" 00 g™ 00 22k . ) 22k+1
= =31 % =Dy = Zk:o(_l)km 1 Zkzo(_l)km =
Folgerung: cos (—x) = cos x und sin (—x) = —sin «
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Berechnung:
cos x = zn:( J— o + (), |ra(z)] < ﬁ falls |z| < 2n+3
= (2k)! ’ T (2n+2)
sinx:i(—l)kﬂ—krn( )y |rn(z)] < ﬂ falls |z] < 2n+4
— (2k 4+ 1)! ’ ~ (2n+3)V -

Folgerung: lm%“’m‘” =1

Beweis:

Mit n = 0 ist sin x = x + ro(x) mit |ro(x)| < ‘f,’—l,s falls |z| <4
= |sinx — x| < ’”72 fir |z| < 4.

Also gilt fiir 0 < || < 4522 — 1] < |x | — Behauptung.

Definition der Zahl 7
Hilfssatz:

(a) cos2 < —3
(b) sinxz >0 falls 0 <z <2

(c) cos ist im Intervall [0, 2] streng monoton fallend.

Beweis:

(a) Reihe fiir cos mit n = 1:
cosr=1-— %2 +r(x); |ri(z)] < M falls |z|
Setze v =2 = cos2=1— 2+r1(2); 1(2)
—= c0s2=—1+7r(2) < —3

5

<
2
<3

(b) sinx =x +1o(x); |ro(x)] < % falls || < 4
Fiir 0 < x < 2 gilt dann:
sinx = x(1 + @), |T"($) < lzl

Z

— sinz>z(1-2)=2>0

(c) Es gilt: cos x — cos y = —2sin “¥sin L (UA)

Sei 0 <z < 2’ < 2. Mit (b) und Formel oben folgt dann:
, B S A
cos ' — cos x = =2 sin 5 s — <0

-~

N

>0 =0
= cos streng monoton fallend in [0, 2]. O

Satz 22:
Die Funktion cos hat im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle.
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Beweis:

Wir wissen, cos 0 =1, cos 2 < —% < 0.

cos stetig; Zwischenwertsatz liefert mindestens eine Nullstelle von cos in [0, 2].

cos hat aber hochstens eine Nullstelle, da cos streng monoton fallend in [0, 2]
(Hilfssatz (c)), d.h. cos ist dort injektiv.

Also ist die Nullstelle eindeutig bestimmt. O

Definition der Zahl =:
7 ist die eindeutig bestimmte Nullstelle von cos in [0,2].

Eigenschaften von m:

im . i 3im

e2 =i e =—1;e2 =—j; 2" =1

Beweis:

Wir wissen: cos £ =0 = sin’s =1 — cos*Z =
Die restlichen Behauptungen folgen: e = (e2)F =ik,

Also gelten die Gleichungen.

Sei  reell, k € Z. Dann gilt e 12k™ = ¢iz . 2ikm — giz(2imk — giv

Periodizitit:

cos (x + 2m) = cos x, sin (x + 27) = sin x Vo € RR.
cos (x +m) = —cos x, sin (x +7m) = —sin z Vo € R.
Nullstellen:

cosr=0<=zr=5+kr ke’
simnr=0<=x=kn ,keZ
Weitere Formeln:

cos x = sin (5 —x), sinx = cos(§ —x)

e =1 <=z € R und x = 2k fiir ein k € Z.

Denn es gilt:

1 —iz 2.
sin g = Q—i(67 —e2 ) = %(ew—l)
Alsoe” =1<=sint =0<=Z=kn O
Satz 23:
(a) cos : [0, 7] — [—1,1] ist streng monoton fallend und bijektiv.
Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, 7] (Arcus Cosinus)
(b) sin: [—%,5] — [~1,1] ist streng monoton wachsend und bijektiv.
Umkehrfunktion arcsin : [-1,1] — [=2, 2] (Arcus Sinus)
Beweis:

(a) Nach Hilfssatz (a) ist cos in [0, 2], also auch in [0, %] streng monoton fallend.

12
Da cos © = —cos (m — x) ist cos auch in [g, 7T] streng monoton fallend

= cos bijektiv in [0, 7] und Existenz der Umkehrfunktion folgt mit Satz 9.
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(b) sin @ = cos (§ — x) = sin streng monoton wachsend in [—%, %] nach (a).

—> Behauptung. O

Satz 24: (Polarkoordinaten)
Jede komplexe Zahl z # 0 ldsst sich eindeutig schreiben als

z=r-e¥ r=zl€Ry, p€R, 0< ¢ < 2r.

Beweis: UA
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Kapitel 3

Differentiation und Integration

3.1 Differentiation

Definition:
Sei D CIR, f:D — IR heifit in x € D differenzierbar, falls der Grenzwert
-~ f(§) — flx)
"(z) = lim——2———=
fla)=lm==r—

§FT
existiert. Hier muss gelten: £ € D\{x}
Der Grenzwert f’(z) heifit Differentialquotient oder Ableitung von f im Punkt z.

f heifit differenzierbar in D, falls f in allen x € D differenzierbar ist.
Andere Formulierung: Setze h := ¢ — x

flx+h) - f(x)
h
Hier ist (h,,) eine beliebige Folge mit lim h,, = 0 und h,, € D\{z}.

n—oo

f'(x) = lim

Geometrische Interpretation:

Der Differenzenquotient W ist die Steigung der Sekante des Graphen von f

durch die Punkte (z, f(z)) und (&, f(£)).
Falls £ — x, so ist Sekante = Tangente.

Berechnung einiger Ableitungen (mit Hilfe der Definitionen):

(1) f:IR — R, f(x) = ¢ (konstante Funktion)
Fa) = fy Tyt
O i A T e
Py = = = =i v =l o=«
3) [ R— R, f(r) =2?
1) = iy B = g G = iy SRS = gy 2
%%2I+h:2x

Allgemeiner: Fiir f(z) = 2", n > 1 gilt f'(z) = na""! (Binomische Formel)

36 Mathematik fir Informatiker 11



3.1. DIFFERENTIATION

4) f[rR" - R, f(z)=1 (R ]R\{O})

/ N P f(x+h)_f( x+h x __ 1 z—x—h . 1 —h _
f(z) —ZW%T_Q%%_Q@ ((:L‘-i—h)a:) lim 5, ( > =
—1 1

%LTZ)/ (h+x)x — - 22

(5) f R — Ry, f(z) = exp(x) = e”

/ 7. exp(x+h)—exp(x) 7 exp(z)-exp(h)—exp(x) _ 10, €zp(R)—1
exp' () = %LT% e é@fg - exp(x) lm% SR
Beachte dazu e:cp(h) —1=>3> 0 ’;: —1=r T=h) n!
= lim exp = lzm Py |

h—0
= exp(x )—exp( )V:L'G]R

Die Exponentialfunktion ist also eine Losung der Differentialgleichung /' = f.
(6) sin: IR — RR. Fiir alle z € R gilt:
. . sin(z+h)—sin(z) . QCOS(ZQC;h)Sin(%)
sin'(z) = lim ~=—=—"= = lim = lim cos (z + %) - lim

h—0 h—)O h h—0 h—0 5
Da cos stetig, gilt %Lzm( os(z + %)) = cos(x). Es wurde gezeigt (vor Hilfssatz):
h
2

h
siny 2

lim S“Z(h) 1= lim oin(3) )
h—0 h—0

= sin/(z) = cos(x)

(7) cos'(z) = —sin(x) Vx € R

Folgerung:

(sin/(x)) =: sin”(z) = cos'(x) = —sin(z)

cos" (x) = —cos(x)

Also sind sin und cos Losungen der Differentialgleichung f” = —f.

8) f:R =Ry, f(z) = |z
Behauptung: f ist in x = 0 nicht differenzierbar.

Beweis:
Sei h, = (—1)"2 fiir alle n > 1. Dann gilt lim h, = 0.
1_
Es gilt O+h") 10 — |h2‘n 0 = 1)0 = (—1)". Also existiert ii@ow

nicht, d.h. é’mg w existiert nicht.

Satz 1:

Sei DCIR, ae D. f: D — IR ist in a genau dann differenzierbar, wenn es ¢ € IR

und ¢ : D — IR gibt mit f(z) = f(a) + c(z — a) + p(x) Vo € D, wobei lim% =0.
T#a

In diesem Fall ist ¢ = f’(a).

Man sagt: f kann lokal linear approximiert werden.

Beweis:

(a) Sei zuerst f differenzierbar in a und ¢ := f'(a).
Setze ¢(x) = f(x) = f(a) = c(z — a).

Dann#:M—cilimii)—lzm () f() —c=f'(a) —c=0.

—a r—a r—a a r—a

T#a T#a
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(b) Umgekehrt gelte: f(z) = f(a) + c(z — a) + ¢(x) mit

lim€®) = 0 = [im Q=L@ _ o — iy o(x) =0
TH#a r#a T#a
— f ist differenzierbar in a und f’(a) = c. O

Folgerung: f : D — IR sei differenzierbar in @ € D. Dann ist f in a stetig.

Beweis:
Aus Satz 1 folgt lim2%) = 0 = lim p(z) =0

z—aT"e T—a

= i@_r)z;&f(x) = fgzé)a—l— iz_rz(c(x — ;)ij— o(x)) = f(a) = [ stetig in a.

f differenzierbar = f stetig.

Satz 2:
Seien f,g: D — R differenzierbar in D, x € D, A € IR. Dann sind auch f + g, \f
und fg: D — IR differenzierbar in D und es gilt

(f+9)(x) = f'(2)+g'(x), (M) (x) = Af'(2), (f9)'(x) = ['(z)g(x)+[(x)g'(x)

Ist g(&) # 0 fiir alle £ € D, so ist auch § : D — R differenzierbar in D und es gilt

<[)' (2) = ['(x)g(x) — f(x)g'(x)
g

Beweis:
Formeln fiir (f + ¢g)’ und (Af)" folgen aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Produktregel:

oy g T Bgle+ B) = F@)g()
(£9) () = lim .

= fime £z + B)(g(z + h) — () + (7 + ) — f(@)g(a)]
oot )~ gle) . Sl h) - [

= limf(z+h) h i h 9(@)
= f(z)d'(z) + f'(z)g(z)
Quotientenregel: Spezialfall f =1
1\’ 1 1 1
(5) @=tims (s~ 09)
_im L (9) —g(z+h)
=t (st )
— lim 1 g9(x) — g(x + h)
h=0g(x + h)g(z) h
_ 9@
9*()
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Damit und Produktregel folgt:

(z>'@ﬁ__(f1>'@j__fcw_g_+f@»—y@»__f%wgu»—fwmg%@

9 9

Beispiele:
fo(z) = 2™, n € N. Dann f/(z) = nz"".
Beweis: Gilt fiir n = 1. Wegen f,11 = zf, folgt

frna (@) =2 fu(@)+afy(z) = fol@)+ana"! = 2"+na" = (n+1)a" v

n—1

fiR =R, f(r) = & = f(o) = g = —na

Satz 3:
Sei D € IR ein abgeschlossenes Intervall, f: D — IR sei stetig und streng monoton.
Sei D = f(D) und sei ¢ = f~! : D — R die Umkehrfunktion von f. Ist f in x € D
differenzierbar mit f'(x) # 0, so ist ¢ im Punkt ¢ := f(z) differenzierbar und es
gilt

SW) = s =

@) fley)

Beweis:
Sei (n,) € D\{y} eine beliebige Folge mit limn, = y. Setze z, = p(1,).
@ ist stetig = lim z, = limy(n,) = ¢(y) = .
Auflerdem gilt z, # z fiir alle n > 1, da f bijektiv, insbesondere injektiv ist.
Es gilt:

. n) — . Zn — X ) 1
éi@% =)~ f@) AR T
1 , T
“ 7w YT ) T W)
O
Beispiele:

(1) Die Umkehrfunktion von exp : R — IR, ist log : Ry — IR. Es folgt

1 1
log' () = ————=— firallexz >0
exp(logx) =
(2) Die Umkehrfunktion von sin : [-%,2] — R ist arcsin : [-1,1] — [-%,Z].
Sei —1 < x < 1. Dann gilt
1 1
arcsin’(x) = =

sin/(arcsin x)  cos(arcsin x)

Setze y = arcsin x = sin y = .
Pythagoras: cos y =1 — x?

= arcsin’(x) = \/1;_7, -l<zx<l1
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(3) Die Umkehrfunktion von tan : (=75, 5) — IR ist arctan. Wende Satz an:
Wir wissen, dafl

1

tan/(arctan x)

tan'x =

= arctan’(z) = = cos*(arctan )

cos?x

Setze y = arctan x
c 02 1— 2
—tany =0 =1’ =tan?y =Y =9y _ L __
cos<y cos“y cos7yY
2, _ 1
—> C0S°Y = 172

= arctan’(x) = cos?y =

_1_
1422

Satz 4 (Kettenregel):

Seien f: D — IR, g: F — IR Funktionen mit f(D) C E.

f sei in x € D differenzierbar, g sei in y = f(z) € E differenzierbar. Dann ist auch
go f: D — IR in z differenzierbar und es gilt

(go f)(x) = g'(f(x)f'(x)

Beweis:
Definiere die Funktion g durch g: £ — R.

B 9(Z):9(y) falls z # y
z) = Y
J(y) falls z =y

g differenzierbar in y = lim 9(z)=9y) =4d'(y)
Fiir alle z € F gilt auﬁerdem g( )—9(y) =9(2)(z —y)
Benutze das mit z = f(&), y = f(z) (£ € D)

9(f(€) —9(f(x))

— (9o f)/(x) = lim PRI = i PRSI
= 1 (£©) - 1imd =L — 5010

Beispiele:

1. Sei f: IR — IR differenzierbar, a,b € IR. Definiere F': IR — IR durch
F(z) = f(ax 4+ b). Dann gilt nach Kettenregel F'(z) = a - f'(ax 4+ b).

2. Seia € R, a#0und f:IR; — R definiert durch f(x) = 2 Dann gilt
f(z) = exp(alog ).

Kettenregel: f'(x) = (a log z)'exp’(a log x) = % exp(a log x)

_ A l,a _ axa—l

(
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3.1.1 Hohere Differentialquotienten / Ableitungen

Sei D C IR, f:D — IR differenzierbar in D. Fiir € D schreibe %(x) = f(x).
Ist f" in = ebenfalls differenzierbar, so heif3t

d*f : :
—=(z) := f"(x) := (") (x) 2. Ableitung von f in x.

dax?

Eine Funktion heifit k-mal differenzierbar in x € D, falls ¢ > 0 existiert, so daf}
f:DN(x—e,x+¢) — R (k—1)-mal differenzierbar in D N (x — e, + ¢) ist und
die (k — 1)-te Ableitung von f in x differenzierbar ist.

Schreibweise:

19w = = (5] = & (Erw)
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3.2 Saitze iiber differenzierbare Funktionen /

Anwendungen

Definition:

Sei f : (a,b) — IR eine Funktion. f hat im Punkt = € (a,b) ein lokales Maximum
(Minimum) , wenn es € > 0 gibt mit f(x) > f(&) (f(z) < f(€)) fiir alle & mit

|z — €| < e. Gilt das Gleichheitszeichen nur fiir x = &, so heifit das Maximum
(Minimum) strikt.

Satz 5:
f:(a,b) — IR besitze ein lokales Maximum oder Minimum in = und sei in z
differenzierbar. Dann gilt f'(z) = 0.

Beweis:
f habe Maximum in z. Nach Definition existiert ¢ > 0 mit f(§) < f(z) fiir alle
¢ € (r —e,x + ¢). Dann folgt

fi(z) = lgzlmw < 0 Rechtsseitiger Differentialquotient
T — X
f(z) = lng (i)_ — /(@) >0 Linksseitiger Differentialquotient
T — X
f differenzierbar in + = f' (z) = f' (z) = f'(z) = f'(z) =0 O
Achtung:
f'(x) = 0 ist nicht hinreichend fiir ein lokales Extremum (Minimum oder
Maximum).

f(z) =23 = f'(z) = 322, f(0) =0, aber f hat im Nullpunkt kein Extremum.

Definition:

Ein lokales Maximum (Minimum) heifit absolut, falls f(§) < f(x) (f(§) > f(x)) fur
alle £ € (a,b). Man spricht in diesem Falle auch von einem globalen Extremum.

Ist f in [a,b] (abgeschlossenes Intervall), so hat f dort ein globales Maximum und
ein globales Minimum.

Satz 6 (Satz von Rolle):
Sei a < bund f : [a,b] — R stetig mit f(a) = f(b). AuBerdem sei f in (a,b)
differenzierbar. Dann gibt es £ € (a,b) mit f/(£) = 0.

Beweis:

f konstant = Behauptung. Also sei f nicht konstant = es existiert =g € (a,b)
mit f(zo) > f(a) oder f(xg) < f(a). Im Intervall [a,b] gibt es ein Maximum (oder
Minimum) von f. Sei £ der Punkt, in dem f Maximum (oder Minimum) annimmt
= f'(6) =0 =

Folgerung:
Zwischen zwei Nullstellen der Funktion liegt eine Nullstelle der Ableitung.
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Satz 7 (Mittelwertsatz):
Sei a < bund f : [a,b] — R stetig und in (a, b) differenzierbar.

Dann gibt es £ € (a,b) mit f(b) = f(a) + f'(&)(b — a).

Beweis:
Definiere F': [a,b] — IR durch
b) —
F(r) = fl) - O T,y

= [ stetig in [a, b] und differenzierbar in (a, b). Es gilt F(a) = f(a) = F(b).
Rolle auf F' anwenden: es existiert £ € (a,b) mit F'(£§) = 0. Gilt
)

Fr€) = f(¢) - 191 = g = fr(¢) = {01 O

Andere Formulierung des Mittelwertsatzes:

Es gibt € € (a,b) mit f'(&) = LQ=1)

Folgerungen: Sei f stetig in [a, b] und differenzierbar in (a,b).

(1) Gilt m < f'(x) < M Vz € (a,b), so gilt

m(y —x) < fly) = fla) S M(y—2)Va<z <y <b

Denn nach Satz 7 gibt es € € [z, y] mit m < f'(§) = % <M
(2) Ist f'(x) =0Vx € (a,b), so ist f konstant.

Folgt aus (1) mit m = M = 0.

Satz 8:
Sei f stetig in [a, b] und differenzierbar in (a, b). Fiir alle x € (a,b) gelte
f'(x)>0(f(z)>0,f(x) <0, f(z) <0). Dann ist f monoton wachsend in (a,b)

(streng monoton wachsend, bzw. monoton fallend, bzw. streng monoton fallend).

Beweis:

Nehmen an f’(z) > 0 fir alle 2 € (a,b) (Analog andere Fille).

Angenommen f ist nicht streng monoton wachsend. Dann gibt es z,y € (a,b) mit
r <yund f(x) > f(y). Nach Mittelwertsatz gibt es £ € (a,b) mit

f1(¢) = H= <0

Widerspruch zu f’(¢) > 0 = Annahme falsch = f streng monoton wachsend O

Satz 9:
Sei f in (a,b) differenzierbar und in x € (a,b) zweimal differenzierbar.
Es gelte f/(z) =0 und f"(x) > 0 (f"(x) < 0).

Dann hat f in = ein Minimum (Maximum).

Beweis:
Sei f"(x) > 0. Es gilt:
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—> es existiert € > 0 mit f(gg—f( >0falls0< € — x| <¢

= (&) > f/(x) falls £ > z und f'(§) < f'(x) falls £ < x

— f'(§) > 0 fiir £ > z und f'(§) < 0 fiir £ < z. Nach Satz 8 ist f im Intervall

(x — e, x) streng monoton fallend und in (z,x + €) streng monoton steigend

— f hat ein Minimum im Punkt z.

Analog falls f"(x) <0 O

Bemerkung: Man sagt auch, f hat ein isoliertes Minimum (Maximum).

Definition:
D C IR sei ein Intervall. f: D — IR heifit konvex, wenn Vz,y € D und alle A mit
0< A< gilt:

fOz+(1=Ny) <Af(2)+(1-N)f(y)
("Der Graph von f liegt unterhalb der Sehne von (z, f(z)) nach (y, f(y))”).

f heifit konkav, wenn — f konvex ist.

Satz 10:
Sei D C IR ein offenes Intervall und f : D — IR zweimal differenzierbar.
f ist genau dann konvex, wenn f”(z) > 0 fiir alle z € D gilt.

Beweis:
Sei f"(x) > 0 fiir alle x € D. Nach Satz 8 ist f’ monoton wachsend.
Seiz,ye D, x <y, A€ Rmit 0 < A < 1. Setze w = Az + (1 — \)y.

Miissen zeigen: f(w) < Af(x) + (1 —=X)f(y). Es gilt < w < y.
Nach Mittelwertsatz gibt es & € (z,w) und & € (w,y) mit
Ml = f(&) < f(6) = T2,

Nun beachte w —z = (1 = A)(y —z) und y — w = ANy — x)

— Je e < T s \[f(w) = f(2)] < (1= N[f(y) = f(w)]
= f(w) < (1 =N f(y) + Af(z). Also ist f konvex.

Umgekehrt sei f konvex. Angenommen es gilt nicht f”(xz) > 0Vx € D.

Dann gibt es o € D mit f”(z) < 0. Setze ¢ := f'(xy) und

o(z) == f(x) — e(x —xo) Vo € D

Dann ist ¢ : D — IR zweifach differenzierbar in D und es gilt

¢ (xo) = f(z) —c=0, ¢"(x9) = f"(x9) < 0= ¢ hat nach Satz 9 in x, ein
isoliertes Minimum.

Also gibt es ¢ > 0 mit p(zo — ) < ¢(x9) und go(xo +e) > p(x0)

= f(x0) = p(x0) > 3le(r0 — €) + p(wo + )] = 3[f (20 — &) + f(0 + €)] nach
Definition von ¢ (nachrechnen')

Setze © = 19 — €,y = 19 + &, A = 3. Dann ist 2o = Az + (1 — A)y.

Aulerdem f(zo) = f(Ax + (1 = Ny) > Af(z) + (1 = N)f(y)

— Widerspruch zu Konvexitit von f = Annahme falsch = f"(z) <0Vz O
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3.3 Das Riemannsche Integral

Erinnerung: Seien a,b € IR, a < b. Eine Funktion ¢ : [a,b] — IR heift
Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung

a=x90<x1<...<Tp=0>0 (%)

gibt, so dass ¢ auf jedem Intervall (zy_1,xy) konstant ist.

Sei T'[a, b] die Menge aller Treppenfunktionen ¢ : [a, b] — IR.

Aus linearer Algebra bekannt:

Die Menge aller Funktionen f : [a,b] — IR ist ein Vektorraum. Man zeigt: T'[a, b]
ist Untervektorraum.

Sei ¢ € T'la,b] bzgl. Unterteilung (*). Auf dem Intervall (x;_1,xy) ist ¢ konstant.
Sei p(x) = ¢ fur € (xg_1,21), 1 <k <n.

Definiere Integral von ¢ bzgl. Unterteilung () durch

b n
/ o(z)dr == Z ck(zp—mp_1) Flacheninhalt
a k=1
Aber: Es kann auch eine andere Unterteilung des Intervalls [a, b] geben, z.B.:

a=ty <t <.<tp,=0b (k%)

so dass ¢ auf (t;_1,t;) konstant ist. Dann gilt auch

b n
/ @(I)dl’ = Z dk(tk_tk—l)a dp, = (,O(JI) fir z € (tk—htk)
a k=1

Integral von ¢ bzgl. Unterteilung ()

Satz:

Das Integral von ¢ € T'[a, b] ist unabhéngig von der gewihlten Unterteilung von
[a, b].

Definition:

f:[a,b] = R,g: [a,b] — IR. Wir schreiben f < g, falls f(z) < g(z) fiir alle

x € [a,b].

Satz 11:
Seien p, 1 € T[a,b], A € IR. Dann gilt

() [ (¢ + ) (@)de = [} p(z)ds + [ (z)dz
(b) [T(p)()dr = A [} p(z)dz

(c) TIst p <4, so gilt fab o(z)dr < ffw(x)dx
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Beweis:

Integral ist unabhéngig von der Unterteilung von [a, b].

Wihle also gemeinsame Unterteilung fiir ¢ und v, z.B.

a=1x9 <z <..<T,=>bmit p(x)=cp, Y(r)=d; fir z € (xp_1,x1)

Alle Behauptungen dann trivial. O

Definition:
Sei f : [a,b] — IR beschrinkt
(d.h. es gibt m, M € IR mit m < f(x) < M fiir alle x € [a, b]).

f;*f(x)dx = inf {fb o(x)dx|p € Tla,b],p > f} Oberintegral
fab*f@)dfc = sup{f o(x)dx|p € Tla,b], ¢ } Unterintegral
Beispiele:

(1) ¢ € T'|a,b]. Dann
f: o(x)dr = fbcp(w)dw: fab*go(x)dx

(2) Def. f:[0,1] =R f(z) = {é i;g

Dann ist fol*f(x)dx =1 und fol*f(x)da: =0

Satz 12:
Seien f, g : [a,b] — IR, A > 0 reell. Dann gilt

() [7(f +9)@)dr < [ f(a)de+ [ g(x)da
Jo\f +9)@)de > [} f(@)de + [} g(x)da

(0) [ ) (@)de = A f(x)da
[ ) @)de = N[ f(x)da
Beweis:

(a) Miissen zeigen: Fiir jedes € > 0 gilt

b* b* p*
[ o< [ gwdes [ g

Nach Deﬁnition des Oberintegrals gibt es p, 1) € T [a bl mit o > fund ¢ > g

undf dx<f f z)dx + 5, f:w( da:<f g(x)dx + §

Esg11t;<,0+¢>f+g .

:>fab (f+9)(x) x<f (p+)(z x<f f dx—l—ffg(x)d:c—l—&t.
Analog restliche Behauptungen. O
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Definition:
Sei f : [a,b] — IR beschrénkt.
Dann heifit f Riemann-integrierbar (kurz integrierbar), falls

b* b
f(2)dz = / f(2)da

Beispiele:

(1) Jede Treppenfunktion ist Riemann-integrierbar.

1, e
0, 2¢Q

(2) f(z) = { x € [0,1] ist nicht Riemann-integrierbar

Kriterium:

Eine Funktion f : [a,b] — IR ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem ¢ > 0
Treppenfunktionen ¢, ¢ € Ta, b] gibt mit ¢ < f <1 und

f; Y(x)dr — fab o(z)dx < e (folgt aus der Definition von sup/inf)

Satz 13:
Ist f: [a,b] — R stetig, so ist f integrierbar.

Beweis:

Wir wissen, f ist beliebig genau durch Treppenfunktionen approximierbar.

Zu e > 0 gibt es p,9 € Ta,b] mit ¥ (z) — ¢(z) < 5V € [a,b] und ¢ < f < 9.
Mit Satz 11 folgt

/abw(x)dx_/ab@(x)dx = /ab(¢—¢)(x)dx < /ab ; C dr= ; - —(b—a)=¢

—a

Nach Kriterium ist f integrierbar. O

f differenzierbar = f stetig = f integrierbar

Satz 14:
Ist f : [a,b] — IR monoton, so ist f integrierbar.

Beweis:

Sei f monoton wachsend. Definiere Unterteilung von [a, b] durch
xk:a—i-kb_T“, 0 <k <nund n € IN beliebig.

Definiere Treppenfunktion ¢(z) = f(zx_1),¥(x) = f(zk), * € [xk_1, k).
AuBerdem ¢(b) = ¥ (b) = f(b).

f monoton wachsend = ¢ < f <4 und

/ U(x)dr — / p(x)dr = Z fag) - (vp — 2p1) — f(xr-1) - (x1, — 2p-1)
a a k=1

k=1
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Ist n %roﬁ genug, so ist der letzte Term < e fiir jedes € > 0.
= [ (x)dx — f p(x)dxr < e = [ integrierbar nach Kriterium. O

Weitere Séatze:
Seien f, g : [a,b] — IR integrierbar, A € IR.
Dann ist f + g und Af integrierbar, auflerdem:

() [2(f+g)(x)dz = [ f(z)dzx + [} g(w)dz

(b) [L O @)de =\ [, f(w)d
Auflerdem ist |f|? integrierbar (p > 1 reell) und (fg) integrierbar.

(c) Esgilt [ f(z)dx = — fab f(x)dx
(d) Falls a < b < ¢, sogilt [ f(x)de = fabf(:v)dx + [, f(2)dx

Satz 15 (Mittelwertsatz der Integralrechnung):
f,¢ :[a,b] — IR stetig; ¢ > 0. Dann gibt es £ € [a, b] mit

/ e — £(€) / ().

Beweis:

Sei m = inf{f(z)|z € [a,b]}, M = sup{f( )|z e [a b]} Dann gilt

me < fo < M. Mit Satz 11(c f dx<ff dx<Mf dx
— es ex1stlertum1tm§u§Mund faf o(z d:c—ufa

Zwischenwertsatz: Es gibt & € [a,b] mit f(§) = p = Behauptung O
Spezmlfall Setze p(z) = 1 Vz € [a,b]. Dann gibt es £ € [a, b] mit

[} F@)dz = F(€)(b - a).

3.3.1 Berechnung von Integralen mit Riemannschen
Summen

f:a,b] — R stetig, a = xg < x; < ... < x, = b Unterteilung von
[a,b], & € [xp_1, 7], 1 <k <n.

Y pey f(&) (@ — x—1) Riemannsche Summe, &, Stiitzstellen
Feinheit der Unterteilung: n = max{zy — xp_1|1 <k <n}

Satz:

Sei f : [a,b] — IR integrierbar. Dann gibt es zu jedem £ > 0 ein 6 > 0, so daf fiir
jede Unterteilung des Intervalls [a,b] der Feinheit n < § und jede Wahl der
Stiitzstellen &, gilt

/ Fla)de =3 Fl&) e —mi)| <=

Mit anderen Worten: Das Integral von f kann durch Riemannsche Summen
beliebig genau approximiert werden. Unterteilung und Stiitzstellen sind beliebig.
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Beispiele:

(1) Sei a > 0; wir berechnen [ cos « dz. Sei n € IN und wiihle eine dquidistante
Unterteilung z, = % fir 0 <k <n, & = xy.
Riemannsche Summe:

n

Sp 1= Zf(é“k)(xk—xk_l) = cos
k=1

k=1 k=1

ka
n

Fiir ¢ € R gilt:
o | |
Sop_jcos kt=—1+ sin ()t (i L £0)(cos kt = L(e* + e~h))

2sin 5

Mit t = ¢

n a

_al|_1 sin (n—i—%)% _ _ a asin (a+i) _ _ a 2n . a

S” T n |: 2 + 251 5 - 2n+ 2nsin 5 2n+8in a sin <a+a2n)'
2n
—1
Wir wissen, daf§ lim*2% =1 = lim—=*- = 1.
r—0 < r—( SN T

Also gilt foa cos x dxr = lim S,, = sin a.

n—oo

(2) Sei a > 1 und betrachte ;" Ldz. Fiir n € IN betrachte die Unterteilung
Ty = af, Stiitzstellen & = xp_1, 1 < k < n.
Riemannsche Summe:

Sp = zn:f(fk)(xk - fEk—l) = Xn: kl 1 (a% — a%)

k=1 k=1 a n

:kz:<arll—1>:n(ai—l>

. . z loga__
Sei # = . Dann ist # > 0 und S, = 1 (a” — 1) = “——=1. Dann

aq z loga __ 1
T . . €

— = lim S, =lim———— =loga

1 n— o0 r—0 xX
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3.4 Differentiation und Integration

Satz 16:
Sei I C IR ein Intervall, f: I — IR stetig, a € I. Fiir z € I sei F(x f f(t)
Dann ist F': I — IR differenzierbar und es gilt F' = f.

Beweis:
Fir h # 0 gilt

F(x +h2L (/ F(t dt—/ f(t)dt) :%/;Jrhf(t)dt

Satz mit Spezialfall ¢ = 1: Es existiert &, € [z, 2 + h] mit [**" f(¢)dt = f(&,) - h.
Fiir h — 0 gilt &, — x. Aulerdem ist f stetig = lzr%f(fh) f(x)

= lim P = Jim BEE = lim f(6) = f(x) H

Differentiation ist die Umkehrung der Integration. Beachte: Die obere
Integrationsgrenze ist variabel: Unbestimmtes Integral. F' mit F' = f heifit
Stammfunktion von f. Mit F' ist auch F' + ¢, ¢ € IR, Stammfunktion von f. Sind
F, G Stammfunktionen von f, so gilt F' — G = ¢, konstant.

Satz 17 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung):
Sei f: I — IR stetig, /' Stammfunktion von f. Dann gilt fiir a,b €

b
[ ra)ds = F @)~ Flo)

Bezeichnung:

Beweis: Folgt aus Satz 16.

Beispiele:

a . a . . .
) fo cosxd:v:smx}o:sma—sm0:sma

(2) fb@:logx‘z:logb—logafﬁr alle a,b > 0.

a x
Aus jeder Formel zur Differentiation folgt eine Formel zur Integration.

(3) Fiir n € IN gilt £(2") = nz"~' = 12" ist Stammfunktion von 2"
— fab 2" tdr = %:c”’b

a

(4) (e*) =" = f(f efdr = e — e
Oft benutzte Schreibweise: Ist F' Stammfunktion von f, so

/f(x)dx:F (/f:F)
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=tan x

(5) [ =arctan z, [ 2

cos%c

Satz 18:
Sei f: I — IR stetig, ¢ : [a,b] — IR differenzierbar, ¢ stetig, ¢([a,b]) C I.
Dann gilt:

b »(b)
/ Flo () (B)dt = / NG

Beweis:
Sei F' die Stammfunktion von f, d.h. F' = f. Wende Kettenregel auf
Foyp:la,b] - R an:

(Fop)'(t) = - (Flp(1)) = ' (O F'(w(t)) = ¢'(1) f(p(1))

Nach Satz 17:/ Flp)e (B)dt = (F o @)(t)], = F(ip(b)) — F(p(a)

w(b)
— [ sar @a P =)
¥(a)

Substitutionsregel:
In Anwendungen oft von rechts nach links gelesen:

[ [

(b)
oder / flz)dx = / flp(®)¢'(t)dt, d.h. Substitution x = ¢(t)
¢~ (a)

¢~ Umkehrfunktion

Beispiele:

(1) Seien ¢,d konstant, I= f; f(cx + d) dz. Substitution czx 4 d = t.
=) =% und p~!(z )—chrd, ¢'(t) = 1. Also ist

]—f fc:L'+d da:—fw )%dt:%F(t)‘f:fd wobei F’ = f.

1(a) +d?

(2) Sei —-1<a<b<l, I = fa V1 — 22 dz. Substituiere
r=(t)=sint = ¢'(t) = cos t,o ' (x) = arcsin x = t.
Seien u = arcsin a,v = arcsin b.
[—fb\/l—de:c—fv\/l—sm? to'(t) f;}cos2tdt
Additionstheorem: cos® t = £(cos 2t + 1) =1 ["(cos 2t +1) dt =
2f cos 2t dt + 1 f 1dt = —sm 2t| + t‘
Es gilt sin 2t = 23m tcost=2sint\V/1—sin?>t=— 1= }Lsin 2t’Z + %t‘z =

Tsin tV/1 — sin® ¢ ‘ + t| L@Vl — 2%+ arcsin x)‘b
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(3) a,b>1, fab \/;?7_1 = log(z + V2% — 1)}2 (substituiere z = cosh(t))
a,belR

fb \/ﬁgﬁ = log(z 4+ V22 + 1)|Z (subs. z = sinh(t))

a

Satz 19:
f,9 : |a,b] — R sei differenzierbar, f’, ¢’ stetig. Dann gilt:

J! f(@)g (@)de = f(2)g(@)]) — [ f'(@)g(x)de

Beweis:
Folgt aus L (f(z)g(z)) = f'(x)g(x) + f(z)g'(x) durch Integration.

Beispiele:

(1) aab > 0, I = f; log x dx. Setze f(.ZE) = log T, g(x) =7 (g,<£€> — 1)
— I = [" f(z)g(z)da = x log x!i—fab 1z dr =z log SB‘Z—le =z log ;C—;);'|Z

(2) Fiir k > 0 sei I = [ sin*z dz. Fiir k > 2 gilt:
Iy =— / sin* 'z (cos x)’ dx
= —sin" 'z cos x + /(sink_lx)/cos x dx
2

= —sin" 'z cos x + (k— 1) / sin" 2z cos’r dx  |cos’xr =1 — sin’x

= —sin*'x cos v + (k — 1) / sin* 2z dx — (k — 1)/52’71’“3: dx

= —sin"'w cos v+ (k — 1)Ij_y — (k — 1)1

Auflésen nach I, = I, = —%smk_lx cos x + %Ik_g. Aus Iy und I; kénnen
alle I, mit dieser Rekursionsformel berechnet werden.
Ip=x,11 = —cosx
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3.5 Taylor-Reihen

Erinnerung: Unendliche Reihen der Form Y -, axz” heiflen Potenzreihen.

Hier a,, € IR oder C konstant, x € IR oder C Variable. Wir wissen

. k!

—0
0 L 2k % 2K+

cos(x) = Z(—l) el sin(x Z 2k 1 rxeC
k=0 k=0

(Niitzlich zur Berechnung)

Frage: Kann eine beliebige Funktion als Potenzreihe dargestellt werden?

Satz 20:

Sei I C R Intervall, f: I — IR (n + 1)—mal stetig differenzierbar (d.h. "+ ist

stetig). Dann gilt fiir a € [ und = € I:

f(x) @)+ f'(“)( a) + L (@ —a) + ..+ L2 (g — a)m 4 Ry (2) mit
Ro(w) = o [; (@ = )" fOHD(t )t

Beweis:
Fiir n = 0: (Satz 17, Fundamentalsatz)

LA [0 f'(#) dt = f(x) = f(a) = f(z) = f(a) + [, f'(t) dt = f(a) + Ro(2)

[.S. Die Behauptung gelte fl'ir n. Wir miissen die Giiltigkeit fiir n 4+ 1 nachweisen.
Nach Voraussetzung: R, (z) = & [*(z —t)" f("T1(2) dt.
Partielle Integration:

Ry(z) = /am [_M]/f(nﬂ)(t) dt

n—+1

(z — )" - (=)t
= ey [TEZDE e

— f(n+1) (G) 1 \/J»’ n+1 p(n+2)
 on+1 +714—1 a(x oy (t) dt

(n+1) a T n n
e Rn(ZE) — f(nJrl)(!) + (nil)! fa (x - t) +1f( +2)(t) dt

—> Durch Einsetzen folgt Behauptung fiir n + 1 O

Diese Formel heifit Taylorformel.

Setze x — a =: h.
Dann ist

h r) (g
f(x) :Zf '( )hk—i—Rn(x); r=a+h

a heiffit Entwicklungspunkt, R, Restglied.
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Es gilt auch

F0(E)

CE] Rt fiir ein € € [a, 7]

Rn(x) =

—> Lagrange-Form von R,

Folgt aus Mittelwertsatz der Integralrechnung.
Fiir n — oo definiert man

(k
Ty(x) = Z / k'(a) (z—a)®  Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt a

Bemerkung:
(1) T¢(z) muss nicht konvergieren.

(2) Falls Ty(z) konvergiert, folgt nicht immer Ty(z) = f(x).
Beispiel: f(z) = exp(—=), v € R

(3) Fir exp(x), cos(x), sin(x) findet man mit a = 0 die oben erwéhnten
Potenzreihen. Diese konvergieren immer (Quotientenkriterium).

(4) Fiir beliebige a € IR ist exp®) (a) = exp(a).

cxpla Z e:ci'(a _ expla Z (x —a)*

k=0 k=0

(5) Fiir |x| < 1 setze f(x) =log(1+ ). Dann gilt

1
1+z

=(1+2)"!

Induktion:

JW(x) = (1)1 (k = (1 +
Mita=0: f®(a)=(—1)"

)"
H(k
_ Z(_Dk—l (k ;' 1)'[Ek

kfiir k> 1.
— 1)l und

Quotientenkriterium: Ty(x) konvergiert absolut fiir |z| < 1.
Fiir alle z mit |z| < 1 zeigt man |R,(z)| — 0 fiir n — oo

— log(1+2z) =332 ¢ )k Lk Yzl <1
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(Z) ::ﬁa—;’%—l :a(a—n...k(!@—kﬂ); (

i=1
— verallgemeinerter Binomial-Koeffizient

Sei f(x) = (1+2)%, |z| < 1. Mit a = 0:
Ty(x) = <z>9€k
k=0

Satz 21:

Sei F': I — IR beliebig oft stetig differenzierbar. Fiir alle z € I sei T (z)
konvergent und fiir alle = € I gelte lim R,,(z) = 0. Dann ist T (z)

x € I und jeden Entwicklungspunkt a.
Beweis:: Folgt aus Satz 20.

Beispiel:
f(z) =log(1 + z): Wir wissen

> (~1
_ Z ( /2 z¥,  |z| < 1 absolut konvergent
k=1

Restglied:

o)
0

)=

Ruta) = o [Ma=or s de= v [0

n!
Sei 0 <z < 1. Danngilt\1+t\>1undz—t>0
R (2)| <[5 (x —t)"dt = [ u"du =%

Analog fiir —1 < z <0.
Satz 21 = Ty(x) = f(x) =log(1 + ), |z| < 1.

n(z) =0

n—oo

= f(x) fiir alle

by 3ph
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Anhang A

Satze

A.1 Grundlagen der Analysis
Satz 1:
(a) Fir x € R gilt x =0 oder z > 0 oder z < 0
(b) Ist z > 0,y > 0, so folgt x +y >0

(c) Ist z > 0,y > 0, so folgt xzy > 0

Satz 2:
(a) Ist x <0, so folgt —x >0
(b) Ist x <y und 2’ < ¢/ so folgt x + 2/ <y + 9/

(c) Ist z <yund a > 0 = az < ay.
Ist a < 0, so ax > ay

(d) Ist z # 0, so gilt z* > 0
(e) Ist 0 <z <y, so folgt 0 < y=! < 27!
Satz 3:
(a) Es gilt stets |z| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.
(b) [ =] = ||
(c) lzyl = |ollyl, |2] = £ falls y # 0.

Satz 4:
Seien z,y € R. Dann gilt |z + y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung)
und [z +y| > |z = [yl.

Satz:
Fiir jedes € € R,e > 0 gibt es n € IN mit % <e.
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Satz 5:
Sei x € IR, x > —1. Dann gilt fiir alle n € INy:
(14 x)™ > 14 na (Bernoullische Ungleichung)

Satz 6:
In jedem offenen Intervall von IR gibt es unendlich viele rationale Zahlen.

Satz 7:
Das abgeschlossene Intervall [0, 1] ist iiberabzdhlbar in IR.

Satz 8:
Jede konvergente Folge ist beschréankt.

Satz 9:
Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Satz 10:
Seien (a,), (b,) konvergente Folgen, lim a,, = a, limb,, = b.

n—oo

(a) Dann ist (a, + b,) konvergent mit Grenzwert a + b.
(b) (anby,) ist konvergent mit Grenzwert ab.

(c) Sei b # 0. Dann gibt es ng € IN mit b,, # 0 fiir alle n > ng. Aulerdem ist die

Folge (Z—") konvergent mit dem Grenzwert .
"/ n>ng

Satz 11:
Seien (ay), (b,) konvergente Folgen reeller Zahlen, lima,, = a, limb, = b.

n—oo n—oo
Gilt a, < b, fiir n > 1, so ist a < b.

Satz 12:
Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist eine Cauchy-Folge.

Satz 13:
In R ist jede Cauchy-Folge konvergent.

Satz 14 (Satz von Bolzano-Weierstraf):
Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen hat eine konvergente Teilfolge.

Satz 15:
Jede beschrinkte und monotone Folge ist konvergent.

Satz:
Ist >~ , a, konvergent, so ist (a,) eine Nullfolge.
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Satz 16 (Satz von Leibniz):
Sei (a,,) monoton fallend, a,, > 0 Vn und lima, = 0. Dann ist )~ ,(—1)"a,

n—oo

konvergent (alternierende Reihe).

Satz 17:
Ist eine Reihe absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.

Satz 18: (Majorantenkriterium)
Sei ">, ¢, konvergent, ¢, > 0Vn
Ist (a,,) Folge mit |a,| < ¢, ¥n , soist Y~ a, absolut konvergent.

Satz 19: (Quotientenkriterium)

Sei Y 7, a, Reihe mit a,, # 0 fiir n > ng. Sei © € R mit 0 < © < 1 und
|2 < O Vn > ng

Dann ist Y o an absolut konvergent.

Satz 20:
Die Exponentialreihe konvergiert absolut fiir alle z € IR.

Satz:
x,y € IR. Dann gilt:

(z+y)" Z() k, n—k Z(Z)xn—kyk
k=0

Satz 21:
Fiir alle z,y € R gilt: exp(xz + y) = exp(x) - exp(y).

Satz 22:
Die Reihe log(z) konvergiert absolut fiir |z| < 1.
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A.2 Stetige Funktionen

Satz 1:
Jede nicht-leere nach oben (unten) beschrinkte Teilmenge von IR hat ein
Supremum (Infimum).

Satz 2:

f,9: D — IR stetigin a € D, X\ € IR. Dann sind auch

f+g:D—1R, fg:D— R, \f: D — IR stetig in a.

Ist D' = {z € D|g(x) # 0} und a € D', so ist auch % : D" — IR stetig in a.

Satz 3:
f:D—=R,g:FE—1R, f(D)CE.Sei f stetigin a € D, g stetig in
b:= f(a) € E. Dann ist auch g o f stetig in a.

Satz 4 (Zwischenwertsatz):
Sei f :[a,b] — R stetig, f(a) <0, f(b) > 0. Dann gibt es p € [a, b] mit f(p) = 0.

Satz 5:
Sei f : [a,b] — IR beschrinkt und stetig. Dann hat f ein Maximum und ein
Minimum auf [a, b].

Satz 6:
Sei DCIR, f: D — IR und p € D. Es gilt:
f ist stetig in p <= fiir alle ¢ > 0 gibt es 6 > 0 mit |f(z) — f(p)| < ¢,
falls |z —p| < 6.

Satz T7:
Jede auf einem abgeschlossenen und beschrénkten Intervall [a, b] stetige Funktion
ist dort gleichméBig stetig.

Satz 8:
Sei f : [a,b] — IR stetig. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen
©, 1 : [a,b] — IR mit folgenden Eigenschaften:

(1) ¢(z) < fz) < P(z) Vo € [a, 0]
(2) le(z) —¢(2)| < eV € la,b]

Jede stetige Funktion auf [a, b] kann also beliebig genau durch Treppenfunktionen
approximiert werden.

Satz 9:

Sei f : [a,b] — IR stetig und streng monoton wachsend (fallend). Man setze
A:= f(a), B:= f(b).

Dann ist f : [a,b] — [A, B] (f : [a,b] — [B, A]) eine Bijektion und die
Umkehrfunktion f~!: [A, B] — [a,b] (f~': [B, A] — [a, b]) ebenfalls stetig und
streng monoton wachsend (fallend).
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Satz 10:

Sei k € IN. Dann ist f : IR, — IRy, definiert durch f(z) = 2" stetig, streng
monoton wachsend und eine Bijektion. Die Umkehrfunktion f~!: R, — IR, ist
ebenfalls stetig, streng monoton wachsend und bijektiv. Sie wird als k-Wurzel
bezeichnet.

Schreibweise: f~1(x) = ¥/z.

Satz 11:

Die Funktion exp : IR — IR, ist stetig, streng monoton wachsend und bijektiv. Die
Umkehrfunktion exp(z)™' : R, — R wird mit log(oder In) bezeichnet und heifit
natiirlicher Logarithmus.

Die Funktion log ist ebenfalls stetig, streng monoton wachsend und bijektiv.
Es gilt:

log(xy) = log(x)+log(y) Yo,y >0

Satz 12:
Die Funktion exp, : IR — IR, ist stetig und es gilt:

(a) expo(z +y) = expa(x) - expa(y) Vo, y € R.
(b) expy(n) =a" ¥n € Z.
(c) expa(t) = Va? Vp € Z, g € IN.

Satz 13:

(a) Sei k € IN. Dann gilt lim & = oo, limi—: = 0.

r—00 r—00

(b) lim log(z) = —o0, limlog(x) = o0

z|0 T—00

(c) limx® =0, lim ™% = oo (a > 0 reell)
z|0 z|0

(d) 1im ' — 0 (@ > 0 reell)

r—00

Satz 14:
Seien z, z1, 29 € C. Dann gilt:

(a) |2/ >0und |z|=0<=2=0

(b) |z1 + 22| < |21] + |22| (Dreiecksungleichung)

(€) [z122] = |z1]] 2]

Satz 15:
Sei (¢,)n>1 eine Folge komplexer Zahlen. Die Folge (¢,) konvergiert genau dann,
wenn (Re(cy,))n>1 und (Im(c,)),>1 konvergieren.
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Satz 16:

Eine Folge (¢;,)n>1 komplexer Zahlen ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn

(Re(cn))n>1 und (Im(cy,))n>1 Cauchy-Folgen sind.

Satz 17:
In C ist jede Cauchy-Folge konvergent.

Satz 18:

Seien (¢p)n>1 und (d,),>1 konvergente komplexe Folgen. Dann sind auch

(cn £ dp)n>1 und (¢, - dy)n>1 konvergent und es gilt

lim (¢, £dy)n>1 = lime, £ limd,

n—oo n—oo n—oo
lim (¢, - dp)p>1 = lime, - limd,
n—oo - n—o0 n—oo

Ist limd, # 0, so gibt es N € IN mit d,, # 0 fiir alle n > N und es gilt

limc,
i S 1
n—ood, limd,
n>N n—oo

Satz 19:
Die Funktionen cos : IR — IR und sin : IR — IR sind stetig auf IR.

Satz 20:
Fiir alle z,y € IR gilt:
cos (x+y)=cosx-cosy—sinx-siny

: : : (Additionstheoreme)
sin (x +y) = sinx-cosy+ cos x - sin y
Satz 21:
Fiir alle x € IR gilt:
> r2n o p2ntl
cosx:Z(—l) o) smx:Z(—l) 1)

Satz 22:
Die Funktion cos hat im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle.

Satz 23:

(a) cos: [0,7] — [—1,1] ist streng monoton fallend und bijektiv.
Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, 7] (Arcus Cosinus)

(b) sin: [=5,5] — [—1,1] ist streng monoton wachsend und bijektiv.

Umkehrfunktion arcsin : [-1,1] — [—7, 5] (Arcus sinus)

Satz 24: (Polarkoordinaten)
Jede komplexe Zahl z # 0 ldsst sich eindeutig schreiben als

z=r-e% r=|z] €Ry, 0<¢p<2m.
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A.3 Differentiation und Integration

Satz 1:
Sei DCIR, ae D. f: D — IR ist in a genau dann differenzierbar, wenn es ¢ € IR
und ¢ : D — IR gibt mit f(z) = f(a) + c(z — a) + p(x) Vo € D, wobei lim% =0.

r—a

r#a

Satz 2:
Seien f,g: D — IR differenzierbar in D, z € D, A € IR. Dann sind auch f + g, Af
und fg: D — R differenzierbar in D und es gilt

(f+9)(z) = f(z)+g'(x), (Af)(z) = Af'(x), (f9)'(x) = f(x)g(x)+f(x)g (x)

Ist g(&) # 0 fur alle £ € D, so ist auch % : D — IR differenzierbar in D und es gilt

(i)' (2) = f'(x)g(x) — f(x)g'(x)

g g*(z)

Satz 3:

Sei D € IR ein abgeschlossenes Intervall, f: D — IR sei stetig und streng monoton.
Sei D = f(D) und sei ¢ = f~!: D — IR die Umkehrfunktion von f. Ist finz € D
differenzierbar mit f’(x) # 0, so ist ¢ im Punkt ¢ := f(x) differenzierbar und es
gilt

Satz 4 (Kettenregel):

Seien f: D — IR, g: F — IR Funktionen mit f(D) C E. f seiinz € D
differenzierbar, g sei in y = f(x) € E differenzierbar. Dann ist auch go f: D — IR
in x differenzierbar und es gilt

(gof)(z) =g (f(x)) f(x)

Satz 5:
f: (a,b) — R besitze ein lokales Maximum oder Minimum in z und sei in
differenzierbar. Dann gilt f'(z) = 0.

Satz 6 (Satz von Rolle):
Sei a < bund f:[a,b] — R stetig mit f(a) = f(b). AuBerdem sei f in (a,b)
differenzierbar. Dann gibt es £ € (a,b) mit f'(§) = 0.

Satz 7 (Mittelwertsatz):
Sei a < bund f: [a,b] — IR stetig und in (a, b) differenzierbar.

Dann gibt es £ € (a,b) mit f(b) = f(a) + f'(£)(b— a).
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Satz 8:

Sei f stetig in [a, b] und differenzierbar in (a, b). Fiir alle x € (a,b) gelte

f'(x) >0 (f(z)>0,f(x) <0, f(z) <0). Dann ist f monoton wachsend in (a,b)
(streng monoton wachsend, bzw. monoton fallend, bzw. streng monoton fallend).

Satz 9:
Sei f in (a,b) differenzierbar und in x € (a, b) zweimal differenzierbar.
Es gelte f/(z) =0 und f"(xz) > 0 (f"(z) <0).

Dann hat f in z ein Minimum (Maximum).

Satz 10:
Sei D C IR ein offenes Intervall und f : D — IR zweimal differenzierbar.
f ist genau dann konvex, wenn f”(z) > 0 fiir alle z € D gilt.

Satz:
Das Integral von ¢ € T[a, b] ist unabhingig von der gewihlten Unterteilung von
[a, b].

Satz 11:
Seien ¢, € T[a,b], A € IR. Dann gilt

() [(p+v)(@)dz = [} p(x)de + [} (x)do
(b) [ () (x)da = X [} p(x)dx
(c) TIst ¢ <, so gilt f: o(x)dx < fabw(x)dx

Satz 12:
Seien f, g : [a,b] — IR, A > 0 reell. Dann gilt

() [V (f +g)(@)de < [V f(x)dx+ [ g()da
Jolf +9)@)de 2 [] f(@)de + [] g(x)dz

() [ M) (@)de = A [7 f(x)da
SO @) = A[) f(x)da

Satz 13:
Ist f: [a,b] — IR stetig, so ist f integrierbar.

Satz 14:
Ist f: [a,b] — IR monoton, so ist f integrierbar.

Satz 15 (Mittelwertsatz der Integralrechnung):
f,¢:[a,b] — IR stetig; ¢ > 0. Dann gibt es £ € [a, b] mit

[ et =5 [ et
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Satz:

Sei f : [a,b] — IR integrierbar. Dann gibt es zu jedem £ > 0 ein 0 > 0, so daf fiir
jede Unterteilung des Intervalls [a,b] der Feinheit n < § und jede Wahl der
Stiitzstellen &, gilt

| #adda =3 o — )| < 2

Mit anderen Worten: Das Integral von f kann durch Riemannsche Summen
beliebig genau approximiert werden. Unterteilung und Stiitzstellen sind beliebig.

Satz 16:
Sei I C R ein Intervall, f: I — IR stetig, a € I. Fiir € I sei F(x) :== [ f(t)
Dann ist F': I — IR differenzierbar und es gilt F’ = f.

Satz 17 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung):
Sei f: I — IR stetig, F' Stammfunktion von f. Dann gilt fiir a,b € [

/ f(x)dz = F(b) - F(a)

Bezeichnung:

Satz 18:
Sei f: I — IR stetig, ¢ : [a,b] — IR differenzierbar, ¢’ stetig, ¢([a,b]) C I.
Dann gilt:

©(b)
/ f(e t)dt = f(x)dx
v(a)
Satz 19:
f, g [ , ]—> R sei differenzierbar 1 g stetig Dann gilt:
[, f@)g (@)de = f(z)g()|, = [} f'(a
Satz 20:

Sei I C R Intervall, f: I — IR (n + 1)—mal stetig differenzierbar (d.h. f™+1) ist
stetig). Dann gilt fiir « € [ und x € I:

f@) = 1(@) + B2 (x —a) + T2 (a —a) .+ L0 — a)" + Ry () mit
Ru(x) = 51 J, (x = )" f D (@)t

Satz 21:

Sei F': I — IR beliebig oft stetig differenzierbar. Fiir alle x € I sei T(x)
konvergent und fir alle = € I gelte rlL”gLoR"(@ = 0. Dann ist Ty(x) = f(x) fir alle

x € I und jeden Entwicklungspunkt a.
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Anhang B

Einige Ableitungen

F(x) f(x) f'(x)
c-x c 0
sz’ T 1
log x % —ﬁ
2 i
sV Vv NG
1+H n 1
o5 o n
|l " (r# 1) ra’"
a
a log |CLZL‘ + b| azx+b  (awtb)?
3—2(12 (az + b)? \/aai +b T
2./ __a
a ax + b ax+b 24/ (az+b)3
a(r1+1) (az + b)r ! (ax +b)" (r £ —1) ar(azx + b)
e’ e’ e’
l;? a” a®log a
% . 6k:c ek’x k- 6k:c
x-logxr —=x log x %
—Cos T st x cos x
st x cos x —sin x
—log |cos x| tan x —L— bzw. 1 + tan’x
cosh x sinh x cosh x
sinh x cosh x sinh x
—2x + log(1 + %) tanh x e
V1—224x arcsin x arcsin x ﬁ, l<z<l1
—V1 — a2+ x arccos x arccos x — 11—:;;2
T arctan x — %log(l + x?) arctan x 1+1x2
—V1+ 22+ x arsinh x arsinh x 1}@2
—14 1
(=1 =) \/55F +x-arcosh x arcosh x ——
- artanh x + log(1 + z?) artanh x —
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f(x)

n-te Ableitung

logz | (1) tn—-1)=%
ekx k. ekx
a” (log a)" - a”
sin kx k"sin (kx -+ %)
cos kx k"cos (k:x + %ﬂ)
f(x) F(x)
. 2-arctan _\/%_
ax2+bxr—+c V—b2+4ac
xé_l log (z+Va?—1)
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ANHANG C. ABLEITUNGS- UND INTEGRATIONSREGELN

Anhang C

Ableitungs- und Integrationsregeln

Ableitungsregeln:
Summenregel
Faktorregel
Produktregel
Quotientenregel

Kettenregel

Integrationsregeln:
Summenregel
Faktorregel
Produktregel
Substitutionsregel

-lineare

-allgemeine

z) =u(z) + v(x)
r)=c-u(z), ce R
) = u(zr) - v(z)

7) = i

) = u(v(z))

+
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~v(z) + u(z) - v'(x)
(%) —u(z)-v'(z)

V(@)

z)) - v'(x)

g2 0
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ANHANG D. GRIECHISCHE BUCHSTABEN

Anhang D

Griechische Buchstaben

[1]

Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta
Jota
Kappa
Lambda
My

Ny

Xi
Omikron
Pi

Rho
Sigma
Tau
Ypsilon
Phi

Chi

Psi
Omega
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